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POZNAMKY K INTEGROVANIU
NIEKTORYCH ODMOCNIN

NOTES ON INTEGRATION OF SELECTED ROOTS
Marek Vargal, Michaela Vargova?

Abstract

Integral calculus of real single variable functions is a traditional part of university
mathematics courses. In order to determine the indefinite integrals of functions the well-
known methods - integration by parts and an array of ingenious substitutions in form of strict
algorithmic procedures are applied which enable one to arrive at the result corresponding to
the given class of functions. The high level of algorithmization in this part of mathematics
makes students believe that the algorithms are the only ways leading to correct solutions. This
paper aims to argue that such a belief is a misconception. Similarly to many other
mathematics branches, integral calculus is not really deprived of the splendid opportunities to
perform mathematical experimentation and employ diverse solving strategies.

Key words: Indefinite integral, irrational function, root

Abstrakt

Integralny pocet redlnej funkcie jednej redlnej premennej je tradi¢nou stiast'ou univerzitnych
kurzov matematiky. Pri hl'adani neurcitych integralov k danym funkcidm sa vyuziva metdda
per partes a cely rad domyselnych substiticii vo forme prisnych algoritmickych postupov,
ktoré zarucuju pre prisluSnu triedu funkcii h'adany vysledok. Vysoky stupeii algoritmizacie
tejto Casti matematiky vytvéara vo vedomi Studentov predstavu, Ze su to jediné cesty veduce
k spravnemu rieSeniu. V nasledovnych riadkoch ukazeme, ze ide o mylni predstavu. Ani
tematicky celok integralny pocet nam nebrani v matematickom experimentovani a Vv
uplatiiovani roznych ciest vedtcich k Zelanému vysledku.

KTlucovée slova: Neurcity integral, iracionalne funkcie, odmocninové funkcie

Uvod

Integralny pocet realnych funkcii jednej redlnej premennej zvyCajne nasleduje vo
vysokoskolskych kurzoch bezprostredne po kapitolach z diferencialneho poctu uvedeného
typu funkcii. AvSak zatial ¢o derivovanie I'ubovolnej funkcie jednej premennej je Cisto
algoritmicky proces, pri hl'adani primitivnych funkcii ide nepochybne o d’aleko naro¢nejSiu
zalezitost'.

! Adresa pracoviska: PaedDr. Marek Varga, PhD., KM FPV UKF, Tr. A. Hlinku 1, 94974 Nitra
E-mail: mvarga@ukf.sk

2 Adresa pracoviska: Mgr. Michaela Vargovd, PhD., KIPV VSTE, Okruzni 517/10, Ceské Budéjovice
E-mail: klepancova@mail.vstech.cz, michaela.klepancova@centrum.sk
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Pri integrovani raciondlnych, iracionalnych i trigonometrickych funkcii ich tradi¢ne rozdelime
do istych skupin, pre ktoré mame odporucany isty postup, ktory néas bezpecne privedie
k vysledku. Na druhej strane asi nie je vhodné, aby Student nadobudol presvedcenie, Ze sa
musi ,,naspamat™ nauéit’ prisluSnu substitiiciu, a bez nej sa Kk vysledku nedostane. Na
hodinach matematiky predsa stdle musi zostat” dostatok miesta na myslienkové experimenty,
na uplatnovanie tvorivosti pri rieSeni uloh, na objavovanie roznych rieSeni, na divergentné
cesty rieSenia daného prikladu.

Toto presvedcenie sa pokusime na d’alSich riadkoch ukazat’ na integrovani konkrétne vybrane;j

funkcie f(x)=vx*+1.

Integrujeme odmocniny
Venujme sa teda dostatocne jednoducho vyzerajucemu integralu

_[ X% +1dx.

Najskor vsak poznamename, ze symbolmi c;, kde j=1,2,.., budeme vcelom texte

i
oznacovat’ 'ubovol'né redlne konstanty.

Riesenie 1.

Ucebnica Grebenci a Novoselova (1951) nam odporaca jednoducho rozsirit' integrand,
dostavame:

2
S L= [ X dxs [ 2
I JA\/xz +1 J‘\/xz +1
Druhy integral povazujeme za tabulkovy, plati®
1
_[ dx =In x+\/x2+1‘+cl,
VX®+1 ‘

problémom preto zostava prvy s€itanec. Vyuzime metodu per partes (pri hl'adani funkcie v

vSak musime pouZit’ aj substituciu), potom

[x

u=x =u'=1

t:x2 +1
dt=2xdx

dt =Jt = VX% +1

dx ye J-

X
2 V' —X
X +1 =

VX% +1 X2 +1

= x\/x? +1—'[\/x2 +1dx.

-I5%

To znamena, Ze

J.\/x2 +1dx = Xy %2 +1—J.\/x2 +1dx+|n‘ X+ X2 +1‘,
odkial’ uZ mame

J.\/x2 +1dx:%x\/x2 +1+%In‘ X+ X +1‘+cz.

Riesenie 2.

3 Tento vysledok ziskame pomocou prvej Eulerovej substiticie, t.]. X2 +l=t—x.
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Podl'a autora Zaporozeca (1961) mdzeme nasadit metédu per partes bez akychkol'vek
predchadzajtcich priprav, ziskavame
u'=1 =u=X

2
1-4x2 +1dx , X |=xyx?+1l- X+—1_ldx:
J. v=Ax’+1=V = = J.\/x2+1

_x\/x +1 I)i/ildx:xe2+l—I\/x2+1dx+ln‘x+\/x2+l‘.
X< +1

Je evidentné, Ze sa dostaneme k vysledku znamemu z (1).

Riesenie 3.
V oboch pripadoch sme sa stretli s integralom

2
_[ X dx
VX2 +1
Existuje aj d’alsi spésob ako si s nim poradit’ (pozri napr. Fulier a Vrabel 2015). Plati
_[ dx = Ax+B)\/x +1+CI 1
VX% +1 VX2 +1

Po zderivovani a vyuzitim metddy neurcitych koeficientov nachadzame

a-L B0, c=-1
2 2

dx; kde A,B,CeR.

Potom

I :—x\/x +1——In‘x+\/x +1 ‘+C3,
VX2 +1

¢o mozeme spétne vyuZit pri vypocte ndsho hl'adaného integralu I\/ x? +1dx.
RiesSenie 4.
Pri integrovani funkcie f (X) =Vx?+1 nam modze pomdct aj geometricky naért (pozri

Piskunov 1957). Ak totiz zvolime pravouhly trojuholnik s odvesnami dizky
a=Xxresp. b=1,

c:\/x2 +1.

Ak oznac¢ime uhol pril'ahly k odvesne x symbolom t, potom plati
cotgt = X

potom prepona ma dizku prave

Ttto substiticiu nasledne vyuzijeme pri integrovani:
X = cotgt

I\/x +1dx dx = 1 = _1

——dt|  sin’t
sin“t

Dalej ndm uz musi pomoct’ univerzalna goniometricka substiticia, t.j.

t
zZ=tg—.
g2
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Odtial’ vyplyva, ze

Po dosadeni mame

2 3
1 (Z +1) 2dz 1 2 1 1( 22 1
R zz+1=‘zf(“z+?jdz=‘z(?+2'”|Z"Ej““'

. N , , i s s t
Pri konec¢nej uprave vysledku sa musime vratit’ k substituciam z =tg > X =arccotgt .

Riesenie 5.
Pri nasledovhom vypodéte si budeme musiet spomentit na hyperbolické funkcie?, aich
vzajomné vztahy (napr. Djubjuk 1963). Okamzite mdZeme pisat™

X5 +1dx = \/smh t+1coshtdt =|cosh“tdt==|(1+cosh?2t)dt=
J. dx =cosht dt I -[ 2-[( )
1( sinh2tj t sinhtcosht t sinhtysinh?t+1
=_|t+ +Cg=—t——————+C =— s =
2 2 2 2 2 2

:%In‘ X+ X +1‘+%x\/x2+1+c5 S

Zaver

v nasSom ¢lanku sme sa pokusili ukazat, Ze integrovanie resp. hl'adanie primitivnych funkcii
nemusi mat’ jedini spravnu cestu k cielu (ako vidcSina matematickych uloh, ¢i dokonca
vdcSina problémov v redlnom Zivote). Na ukdzku sme si zobrali jeden konkrétny integral

Specialnej iraciondlnej funkcie, a to j VX2 +1dx.
Nase postupy sa vSak dajii zovSeobecnit’, a to najskor na integraly typu I VX% +a? dx, aviak

aj na iné kombinacie znamienok vo vyraze pod odmocninou, t.j. I Vx2—a?dx i J\/ a® — x? dx

; tieto moznosti s vSak Citatel'ovi iste zndme. V d’alSom kroku je mozné ukdzat’, Ze po uprave
na Uplny Stvorec ziskame uvedené pripady pri integrovani akéhokol'vek kvadratického
troj¢lena pod druhou odmocninou.

4 Hyperbolickymi funkciami nazyvame hyperbolicky sinus, hyperbolicky kosinus, hyperbolicky tangens

a hyperbolicky kotangens, ktoré definujeme v danom poradi pomocou exponencidlnej funkcie takto:

: e*—e”* e*+e7% [
sinhx = , coshx= , tghx= sinh x , cotghx:C?ShX
2 2 cosh x sinh x

cosh? x—sinh?x =1 atiez sinh2x=2sinhxcoshx, cosh2x=sinh?x+cosh? x. V ruskej literature byvaju
Casto oznaCované len y =shx, y=chx, y=thx, y=cthx.

. Pri integrovani vyuzijeme vztahy

> Potrebovali sme inverzni funkciu k y=sinhx, stouto sme sa vSak stretli uz vy3Sie, totiz

y‘lzln‘x+\/x2 +1‘.
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Nas ¢lanok teda v skuto¢nosti nepojednaval o jedinom Specifickom integrali, ale o celej triede
neurcitych integralov.

Tento clanok odporucal na publikovanie vo vedeckom casopise Mlada veda: prof. RNDr.
Jozef Fulier, CSc.
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