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DVA LAGRANGIANY
ELEKTROMAGNETICKEHO POLE

TWO ELECTROMAGNETIC FIELD LAGRANGIANS

Dana Smetanoval

Dana Smetanova plsobi jako odborna asistentka na Katedfe informatiky a pfirodnich véd,
Ustavu technicko-technologického, Vysoké $koly technické a ekonomické v Ceskych
Budgjovicich v Ceské republice. Ve svém vyzkumu se vénuje problematice variaéniho poétu,
diferencialni geometrie a aplikacim.

Dana Smetanova works as an assistant professor at the Department of Informatics and Natural
Sciences of the Faculty of Technology at the Institute of Technology and Bussines in Ceské
Bud¢jovice in Czech Republic. Her research is devoted to variational calculus, differential
geometry and applications.

Abstract

The article is devoted to some properties of the equivalent Lagrangians. The theory is
illustrated by two electromagnetic Lagrangians. One of the Lagrangians is regular and the
other one is not.

Key words: Lagrangian, Euler — Lagrange equations, Hamilton equations, regularity

Abstrakt

V ¢lanku jsou zkoumany nékteré vlastnosti ekvivalentnich lagrangianti. Teorie je ilustrovana
na prikladi dvou riznych ekvivalentnich lagrangianti elektromagnetického pole. Pfi¢emz
jeden z nich je regularni a druhy ne.

Kli¢ova slova: lagrangian, Eulerovy — Lagrangeovy rovnice, Hamiltonovy rovnice, regularita

Uvod

Problematika popisu svéta pomoci matematického aparatu saha do hluboké minulosti.
S pocatky moderniho popisu jsou spjati vyznamni matematikové a fyzikové, jako napf.
Newton, Hamilton, Euler, Jacobi, Legendre. Podstatnym objektem popisu se stal lagrangin,
coz je funkce, ktera popisuje dynamiku fyzikélniho systému. Z této funkce obvyklym
postupem ziskdme pohybové, nebo téz Eulerovy - Lagrangeovy rovnice popisujici vyvoj
systému. Jedna se o soustavu parcidlnich diferencialnich rovnic. Jak je v§eobecné znamo, tyto
rovnice jsou narocné z hlediska feseni.

! Adresa pracovi§té: RNDr. Dana Smetanova, Ph.D., Vysok4 $kola technick4 a ekonomicka, Okruzni 517/10,
370 01 Ceské Bud&jovice, Ceska republika
E-mail: smetanova@mail.vstech.cz
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Jiz v prvni poloviné 19. stoleti se na tuto problematiku W. R. Hamilton a C. R. Jacobi
podivali trosku jinym zptsobem. Eulerovy — Lagrangeovy rovnice nahradili novou sadou
parcidlnich diferencidlnich rovnic, pro dany fyzikalni systém, takovych, aby byly vhodng&ji
uzpusobené integraci (jsou také nizSiho fadu nez Eulerovy — Lagrangeovy rovnice). Tyto
rovnice byly pozd¢ji nazvany Hamiltonovy rovnice.

Zcela prirozené se objevuje otazka. Za jakych podminek maji sady popisujici dany systém
»stejna“ feseni? Této podmince se fika podminka regularity. Lagrangiantim, které ji spliuji,
fikdme regularni. Zaméiime-li se na lagrangiany 1. fadu v klasické mechanice, pak tyto zavisi
na case, prostorovych soufadnicich a slozkach rychlosti. Podminka regularity je podminka na
regularnost matice, ktera je sestavena z druhych parcialnich derivaci lagrangianu 1. fadu
podle slozek rychlosti. Splnéni této podminky zajisti pro dany systém nékolik véci. ReSeni
Eulerovych — Lagrangeovych a Hamiltonovych rovnic splyvaji. Zaroven je moznost piejit
k novému soufadnicovému systému pomoci Legendrovy transformace. Tento soufadnicovy
systém obsahuje impulsy misto slozek rychlosti. Hleddni feSeni Hamiltonovych rovnic je
v novych soufadnicich snazs$i. Zobecnéni provedl ve tficatych letech minulého stoleti De
Donder (1931).

Tento problém je zobecniovan v nékolika smérech. Jedna se naptiiklad o zobecnéni pro
mechanické problémy s lagrangiany vyssiho fadu a lagrangiany popisujici fyzikalni problémy
v teorii pole.

VétSina fyzikaln€ vyznamnych lagrangiant neni regularni. Jedna se naptiklad o lagrangiany 1.
fadu: Diracliv lagrangidn., lagrangian -elektromagnetického pole, 2. fadu: Einsteiniv
lagrangian popisujici teorii gravitace.

Tato problematika spadda do nékolika vyznamnych védeckych oblasti, zejména do
matematické fyziky a variacni teorie. Pro sezndmeni s danou problematikou jsou vhodné
prehledové publikace autorii: Rektorys (1999), Brdicka a Hladik (1987), Leech (1970) a
skripta Krupkové a Swaczyny (2006). Teorie mechanickych systému s vyuzitim struktur a
nastroju diferencialni geometrie je piehledné zpracovana v monografii Krupkové (1997).

Ekvivalentni lagrangiany v teorii pole

Poznamenejme, Ze budeme pracovat v realném prostoru R™F7*¥™= | agrangeova funkce 1.
fadu L = L[x",}rﬂ,}rf), kde 1<i<mn, 1< 0 <m, je popsana v soufadnicich x*,¥%,y?7.
Soufadnice x' mohou byt napiiklad Casoprostorové soufadnice, soufadnice y® mohou
popisovat charakteristiky pole a ¥ (resp. ¥{; viz nize) jsou 1. (resp. 2.) parcialni derivace
,»ypsiloni* podle ,,iks*.

Eulerovy — Lagrangeovy rovnice pro extremaly J*y maji v soufadnicich tvar

oL oL z
(a}.ﬂ' - di a}_EJ') D.! Y= 01

é vrog . . « .

yf+ 7 v apouzivame Einsteinovu sumacni konvenci
¥
J

d
ay7

e v , 3
pfiemz operator d; = P +
(s¢itani podle stejného horniho a dolniho indexu). JesliZe plati podminka regularity takova, ze

3L o . o i . -
det(ﬁ) #+ 0, ftikdme, ze lagrangian je regularni. Navic existuje Legendrova
i
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transformace soufadnic (x%,¥%,¥7) = (x/,y*,p!). Impulzy maji vyjidieni p! =%
r ¥ ¥y » rp'u_{ . p y _] YJ p,u a}_ii
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a Hamiltonian H = —L + ply! = —L + —¥". Hamiltonovy rovnice pro extremaly &
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J
v Legendrovych soufadnicich
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Vyse uvedené Hamiltonovy rovnice existuji jen pro regularni lagrangiany a zaroven plati, ze
mezi feSenimi Eulerovych — Lagrangeovych a Hamiltonovych rovnice existuje bijektivni
korespondence (tj. jsou ztoznitelné).

Veéta:

Bud' h§, = R, (x',y7) libovolné funkce splitujici podminky h§l, = — ¥, = —h = hlS.
Bud' forma n = hi, dy® Ady* Aw,y,, kde w,, je kontrakce formy dx®Adx? A ..Adx"

d

Bk’ ﬁ’

bazovymi vektory uzavrend. Pak  je lagrangian 1. radu

L=L+ Ehgi}rf}r:“ekvivalentm’ s lagrangianem 1. radu L, tzn. Kobéma prislusi stejné
Eulerovy — Lagrangeovy rovnice.

Dukaz vyse uvedené véty plyne z pfimého dosazeni lagrangeovych funkci do Eulerovych —
Lagrangeovych rovnic s vyuzitim podminek uzavienosti formy # a antisymetrii, resp. symetrii

A . . L Coin 1
funkci hj,. Poznamenejme, ze z m®n® funkci hE, je pouze ;mn(m—l] (n—1)

nezavislych.
Vyse uvedena véta je disledek pristupu za pouziti nastrojii diferencidlni geometrie (viz
Krupkova a Smetanova 2001, Smetanova 2016).

Dva lagrangiany elektromagnetického pole
VysSe uvedeny teorém ukazuje, jak vypada jedna z moZznych tfid, ve které se daji hledat
k danému lagrangianu ekvivalentni lagrangiany. Pfestoze oba lagrangiany piislusi ke stejnym
Eulerovym — Lagrangeovym rovnicim, mohou mit jiné vlastnosti z hlediska regularity.
Prikladem je lagrangian elektromagnetického pole. Standardné uvadény lagrangian neni
regularni, tzn. knému neexistuje Legendrova transformace a Hamiltonovy rovnice
v Legendrovych soufadnicich. D4 se ovSem najit lagrangian, ktery je tvaru z pfedchozi véty,
je tedy ekvivalentni s ptivodnim lagrangidnem a zaroven je regularni.
Zvolme realnou fyzikalni situaci, kdy m =mn=4. Pro ,standardni“ lagrangidn
elektromagnetického pole plati

L= —ZE,F",

kde F,, = A,, — A, ,. Vektorovy potencidl elektromagnetického pole znac¢ime 4,, slozky

,'.{_.'I." '1_,17
Lorentzovy metriky g,,,, kde g,, =0 prou = va—gy; = g,y = g3z = gas = 1. Soufadnice
x" jsou Gasoprostorové soufadnice, soufadnice v° = g°*A, = A% (pro inverzni sloZKky plati
g°* = g,,). Tento lagrangian ovSem neni regularni a neexistuje knému Legendrova

transformace.
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Podle vyse uvedené véty plati, ze

L= —% F.,F* +2(AkAy — Abay)
je ekvivalentni s pfedchozim lagrangidnem (vypocltem Ize ovéfit, Ze se jedna o tvar
lagrangianu z ptedchozi véty), tedy nalezi ke stejnym Eulerovym-Lagrangeovym rovnicim.
Ma ovSem zcela jiné vlastnosti, existuje k nému Legendrova transformace a Hamiltonovy
rovnice v Legendrovych soufadnicich (viz Krupkova a Smetanova 2001).

Zavér

V teorii pole existuje tfida lagrangiani 1. fadu v niz jsou lagrangiany ekvivalentni, tedy jejich
Eulerovy — Lagrangeovy rovnice jsou stejné. V této tfidé mohou byt lagrangiany s riznymi
vlastnostmi. Jako konkrétni piipad redlné fyzikdlni stituace jsou uvedené dva rlizné
lagrangiany elektromagnetického pole, které jsou ekvivalentni. Ov§em pouze jeden z nich je
regularni aje pro n& mozné nalézt Legendrovu tranformaci a Hamiltonovy rovnice
(podrobnéji v praci Krupkové a Smetanové 2001).

Tento clanok odporucal na publikovanie vo vedeckom casopise Mlada veda: Mgr. Petr
Chladek, Ph.D.
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