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DVA LAGRANGIÁNY 

ELEKTROMAGNETICKÉHO POLE 

 

TWO ELECTROMAGNETIC FIELD LAGRANGIANS 

 

Dana Smetanová1 

 

Dana Smetanová působí jako odborná asistentka na Katedře informatiky a přírodních věd, 

Ústavu technicko-technologického, Vysoké školy technické a ekonomické v Českých 

Budějovicích v České republice. Ve svém výzkumu se věnuje problematice variačního počtu, 

diferenciální geometrie a aplikacím. 

 

Dana Smetanová works as an assistant professor at the Department of Informatics and Natural 

Sciences of the Faculty of Technology at the Institute of Technology and Bussines in České 

Budějovice in Czech Republic. Her research is devoted to variational calculus, differential 

geometry and applications. 

 

Abstract 

The article is devoted to some properties of the equivalent Lagrangians. The theory is 

illustrated by two electromagnetic Lagrangians. One of the Lagrangians is regular and the 

other one is not. 

Key words: Lagrangian, Euler – Lagrange equations, Hamilton equations, regularity 

 

Abstrakt 

V článku jsou zkoumány některé vlastnosti ekvivalentních lagrangiánů. Teorie je ilustrována 

na příkladů dvou různých ekvivalentních lagrangiánů elektromagnetického pole. Přičemž 

jeden z nich je regulární a druhý ne. 

Klíčová slova: lagrangián, Eulerovy – Lagrangeovy rovnice, Hamiltonovy rovnice, regularita 

 

Úvod 

Problematika popisu světa pomocí matematického aparátu sahá do hluboké minulosti. 

S počátky moderního popisu jsou spjatí významní matematikové a fyzikové, jako např. 

Newton, Hamilton, Euler, Jacobi, Legendre. Podstatným objektem popisu se stal lagrangián, 

což je funkce, která popisuje dynamiku fyzikálního systému. Z této funkce obvyklým 

postupem získáme pohybové, nebo též Eulerovy - Lagrangeovy rovnice popisující vývoj 

systému. Jedná se o soustavu parciálních diferenciálních rovnic. Jak je všeobecně známo, tyto 

rovnice jsou náročné z hlediska řešení. 

                                                           
1 Adresa pracoviště: RNDr. Dana Smetanová, Ph.D., Vysoká škola technická a ekonomická, Okružní 517/10, 

370 01 České Budějovice, Česká republika  

E-mail: smetanova@mail.vstecb.cz 
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Již v první polovině 19. století se na tuto problematiku W. R. Hamilton a C. R. Jacobi 

podívali trošku jiným způsobem. Eulerovy – Lagrangeovy rovnice nahradili novou sadou 

parciálních diferenciálních rovnic, pro daný fyzikální systém, takových, aby byly vhodněji 

uzpůsobené integraci (jsou také nižšího řádu než Eulerovy – Lagrangeovy rovnice). Tyto 

rovnice byly později nazvány Hamiltonovy rovnice. 

Zcela přirozeně se objevuje otázka. Za jakých podmínek mají sady popisující daný systém 

„stejná“ řešení? Této podmínce se říká podmínka regularity. Lagrangiánům, které ji splňují, 

říkáme regulární. Zaměříme-li se na lagrangiány 1. řádu v klasické mechanice, pak tyto závisí 

na čase, prostorových souřadnicích a složkách rychlosti. Podmínka regularity je podmínka na 

regulárnost matice, která je sestavena z druhých parciálních derivací lagrangiánu 1. řádu 

podle složek rychlosti. Splnění této podmínky zajistí pro daný systém několik věcí. Řešení 

Eulerových – Lagrangeových a Hamiltonových rovnic splývají. Zároveň je možnost přejít 

k novému souřadnicovému systému pomocí Legendrovy transformace. Tento souřadnicový 

systém obsahuje impulsy místo složek rychlosti. Hledání řešení Hamiltonových rovnic je 

v nových souřadnicích snazší. Zobecnění provedl ve třicátých letech minulého století De 

Donder (1931). 

Tento problém je zobecňován v několika směrech. Jedná se například o zobecnění pro 

mechanické problémy s lagrangiány vyššího řádu a lagrangiány popisující fyzikální problémy 

v teorii pole. 

Většina fyzikálně významných lagrangiánů není regulární. Jedná se například o lagrangiány 1. 

řádu: Diracův lagrangián., lagrangián elektromagnetického pole, 2. řádu: Einsteinův 

lagrangián popisující teorii gravitace. 

Tato problematika spadá do několika významných vědeckých oblastí, zejména do 

matematické fyziky a variační teorie. Pro seznámení s danou problematikou jsou vhodné 

přehledové publikace autorů: Rektorys (1999), Brdička a Hladík (1987), Leech (1970) a 

skripta Krupkové a Swaczyny (2006). Teorie mechanických systémů s využitím struktur a 

nástrojů diferenciální geometrie je přehledně zpracována v monografii Krupkové (1997). 

 

Ekvivalentní lagrangiány v teorii pole 

Poznamenejme, že budeme pracovat v reálném prostoru . Lagrangeova funkce 1. 

řádu , kde , , je popsána v souřadnicích . 

Souřadnice  mohou být například časoprostorové souřadnice, souřadnice  mohou 

popisovat charakteristiky pole a  (resp.  viz níže) jsou 1. (resp. 2.) parciální derivace 

„ypsilonů“ podle „iks“. 

Eulerovy – Lagrangeovy rovnice pro extremály  mají v souřadnicích tvar 

 = 0, 

přičemž operátor  a používáme Einsteinovu sumační konvenci 

(sčítání podle stejného horního a dolního indexu). Jesliže platí podmínka regularity taková, že 

, říkáme, že lagrangián je regulární. Navíc existuje Legendrova 
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transformace souřadnic . Impulzy mají vyjádření  

a Hamiltonián . Hamiltonovy rovnice pro extremály  

v Legendrových souřadnicích 

, . 

Výše uvedené Hamiltonovy rovnice existují jen pro regulární lagrangiány a zároveň platí, že 

mezi řešeními Eulerových – Lagrangeových a Hamiltonových rovnice existuje bijektivní 

korespondence (tj. jsou ztožnitelné). 

Věta: 

Buď  libovolné funkce splňující podmínky . 

Buď forma , kde  je kontrakce formy  

bázovými vektory , ,uzavřená. Pak je lagrangián 1. řádu 

ekvivalentní s lagrangiánem 1. řádu , tzn. k oběma přísluší stejné 

Eulerovy – Lagrangeovy rovnice. 

Důkaz výše uvedené věty plyne z přímého dosazení lagrangeových funkcí do Eulerových – 

Lagrangeových rovnic s využitím podmínek uzavřenosti formy  a antisymetrií, resp. symetrií 

funkcí . Poznamenejme, že z  funkcí  je pouze  

nezávislých. 

Výše uvedená věta je důsledek přístupu za použití nástrojů diferenciální geometrie (viz 

Krupková a Smetanová 2001, Smetanová 2016). 

 

Dva lagrangiány elektromagnetického pole 

Výše uvedený teorém ukazuje, jak vypadá jedna z možných tříd, ve které se dají hledat 

k danému lagrangiánu ekvivalentní lagrangiány. Přestože oba lagrangiány přísluší ke stejným 

Eulerovým – Lagrangeovým rovnicím, mohou mít jiné vlastnosti z hlediska regularity. 

Příkladem je lagrangián elektromagnetického pole. Standardně uvaděný lagrangián není 

regulární, tzn. k němu neexistuje Legendrova transformace a Hamiltonovy rovnice 

v Legendrových souřadnicích. Dá se ovšem najít lagrangián, který je tvaru z předchozí věty, 

je tedy ekvivalentní s původním lagrangiánem a zároveň je regulární. 

Zvolme reálnou fyzikální situaci, kdy . Pro „standardní“ lagrangián 

elektromagnetického pole platí 

, 

kde . Vektorový potenciál elektromagnetického pole značíme , složky 

Lorentzovy metriky , kde  pro  a . Souřadnice 

 jsou časoprostorové souřadnice, souřadnice   (pro inverzní složky platí 

). Tento lagrangián ovšem není regulární a neexistuje k němu Legendrova 

transformace. 
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Podle výše uvedené věty platí, že 

 
je ekvivalentní s předchozím lagrangiánem (výpočtem lze ověřit, že se jedná o tvar 

lagrangiánu z předchozí věty), tedy náleží ke stejným Eulerovým-Lagrangeovým rovnicím. 

Má ovšem zcela jiné vlastnosti, existuje k němu Legendrova transformace a Hamiltonovy 

rovnice v Legendrových souřadnicích (viz Krupková a Smetanová 2001). 

 

Závěr 

V teorii pole existuje třída lagrangiánů 1. řádu v níž jsou lagrangiány ekvivalentní, tedy jejich 

Eulerovy – Lagrangeovy rovnice jsou stejné. V této třídě mohou být lagrangiány s různými 

vlastnostmi. Jako konkrétní případ reálné fyzikální stituace jsou uvedené dva různé 

lagrangiány elektromagnetického pole, které jsou ekvivalentní. Ovšem pouze jeden z nich je 

regulární a je pro něj možné nalézt Legendrovu tranformaci a Hamiltonovy rovnice 

(podrobněji v práci Krupkové a Smetanové 2001). 

 

Tento článok odporúčal na publikovanie vo vedeckom časopise Mladá veda: Mgr. Petr 

Chládek, Ph.D. 
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