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KRITICKE OTACKY ZUBOVYCH
CERPADEL

CRITICAL SPEED OF GEER PUMPS

Petr Hruby, Dana Smetanova’

Petr Hruby piisobi jako docent na Katedie strojirenstvi Ustavu technicko-technologického
Vysoké $koly technické a ekonomické v Ceskych Budgjovicich v Ceské republice. Ve svém
vyzkumu se vénuje problematice matematického modelovani strojnich soucasti se zamétenim
na dimenzovani rotujicich ¢asti mechanismu stroju.

Dana Smetanova pusobi jako odbornéd asistentka na Katedie informatiky a pfirodnich véd,
Ustavu technicko-technologického, Vysoké $koly technické a ekonomické v Ceskych
Budgjovicich v Ceské republice. Ve svém vyzkumu se vénuje problematice variaéniho poétu
a aplikacim.

Petr Hruby works as an asociated profesor at the Department of Mechanical Engineering of
the Faculty of Technology at the Institute of Technology and Bussines in Ceské Bud&jovice in
Czech Republic. Him research is devoted to problems of mathematical modeling of machine
parts with focus on dimensioning of rotating parts of machine mechanisms.

Dana Smetanova works as an assistant professor at the Department of Informatics and Natural
Sciences of the Faculty of Technology at the Institute of Technology and Bussines in Ceské
Budgjovice in Czech Republic. Her research is devoted to variational calculus applications.

Abstract

In the paper there is presented a dynamic model of the articulated shaft. The model is used for
the analysis of critical angular velocities. This model can be rewritten into a computer
program to handle rotating parts of gear pumps. Using the knowledge of the custom
frequencies of the rotating parts one can prevent operational malfunctions of the pumps. The
problems described in the contribution will serve as a basis for the formulation of critical
speed of the gear pumps within the Program for Support of Applied Research and
Experimental Development ALFA TA04010579 of the Technology Agency of the Czech
Republic. Key words: articulated shaft, critical angular speed, geer pump

Abstrakt
V ¢lanku je prezentovan dynamicky model kloubového htidele, ktery je vyuzivan pro analyzu
kritickych uhlovych rychlosti. Tento model miize byt pfepsan do pocitacového programu, pro

! Adresa pracoviska: doc. Ing. Petr Hruby, CSc., RNDr. Dana Smetanova, Ph.D.,
The Institute of Technology and Bussines, Okruzni 517/10, 370 01 Ceské Bud&jovice, Czech Republic
E-mail: dochruby@mail.vstecb.cz, smetanova@mail.vstech.cz
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feSeni rotujicich ¢asti zubovych Cerpadel. Vyuziti znalosti vlastnich frekvenci rotujicich ¢asti
muze zabranit provoznim poruchédm cerpadel.

Problematika popsana v prispévku bude slouzit jako vychodisko pii formulaci modelu
kritickych otacek zubovych Cerpadel v ramci Programu na podporu aplikovaného vyzkumu a
experimentalniho vyvoje ALFA TA04010579 Technologické agentury Ceské republiky.
Klicova slova: kloubovy htidel, kriticka thlova rychlost, zubové cerpadlo

Uvod

Kloubové htidele jsou vyuzivany v riznych typech stoji naptiiklad v pohonech zubovych
Cerpadel. V pohonech s klouby existuji pfedpoklady pro vznik kombinovaného ohybové
krouzivého kmitani hfidelt (viz Hruby 1981 a Hruby akol. 2017). Pfi formulaci
matematického modelu tseku kontinua neni proto opodstatnény piedpoklad konstatniho
sklonu prihybové ¢ary rotujiciho hiidele, ktery je v literatufe obvykle pfijima, ale je nutné
ptedpokladat vznik relativniho prostorového ohybového kmitdni v systému hiidele, ktery
kond unasivou rotaci uhlovou rychlosti .

Vsechny druhy vibraci ovliviiuji provozuschopnost a opotiebeni Cerpadel. Z tohoto
hlediska jsou velmi vyznamné vlastni frekvence, které zpisobuji rezonance. Pokud se
otac¢kova rezonance objevi v provozni oblasti dochazi k nevratnym deformacim hiideli.

V tomto ¢lanku je prezentovan odladény univerzalni matematicky model rotujicich
¢asti mechanismu stroji (hfideli), fungujici na bazi metody pienosovych matic. Model byl
V minulosti GspéSné pouzit pro vypocCty kritickych otacek kloubovych (spojovacich) htideli.
Vysledky modelu byly konfrontovany s vysledky experimentii a provoznich zkouSek realnych
pohonti ndkladnich automobili.

Pro potieby grantu TACR ¢ TA04010579, ktery fesime, pouzivame tento model pro
feSeni kritickych otacek rotujicich¢asti, tedy vstupni hnaci a vystupni hnané hiidele zubového
cerpadla.

Model a pouzZita metoda

Pro analyzu kritickych thlovych rychlosti kloubového hiidele byl pouZit dynamicky model
znazornény na obr. 1. Model je tvofen jednorozmérnym kontinuem po ¢astech konstantniho
mezikruhového prifezu, které na okrajich nese diskrétni hmoty, jimiZ nahrazujeme vnitini
vidlice Hookovych kloubti. Diskrétni hmoty jsou k rotujicimu systému vazany izotropné
pruzng posuvné fiktivnimi pruzinami, jejichz statickou tuhost stanovime z deformace hiidele
pod ucinkem znamé sily.

Bliz$i podrobnosti o fyzikalnich zakladech problému jsou uvedeny napiiklad v Brepta a kol.
(1994).
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Obr. 1 — Dynamicky model kloubového htidele
Zdroj: vlastni

Z hlediska ohybov¢ krouzivého kmitani je isek kontinua definovan geometrickymi parametry
ri, rz2, | (vnitini polomér, vn&jsi polomér, délka), hmotnostnim parametrem p (mérna
hmotnost), tuhostnim parametrem E (modul pruznosti v tahu-tlaku) adale provoznim
parametrem «w ((hlova rychlost unasivé rotace systému kloubového htidele) (srovnej Hruby
a kol. 2017).

Nahrada Hookeova kloubu je uréena hmotnosti m, diagonalni matici setrvacnosti J; , - (v Case
t=0 je £ =x, n =, { = z) ataké provoznim parametrem w. Pro pruzné uloZeni je nutno
zadat parametr k (staticka tuhost izotropné pruzné posuvného uloZeni).

Dojde-li ke vzniku kombinovaného, ohybové krouzivého kmitani, kona element kontinua,
eventudln¢ diskrétni hmota, obecny prostorovy pohyb sloZzeny z rotace systému kolem osy
# = x konstantni thlovou rychlosti, z posuvu systému okamzitou rychlosti a ze sférického
pohybu okamzitou uhlovou rychlosti.

Vlastni frekvence Q1 relativniho prostorového ohybového kmitani zavisi na thlové rychlosti
unasive rotace rotujiciho systému cw.

Pro soustavu je kriticky stav tehdy, kdyz je vlastni frekvence relativniho kmitani pravé rovna
hodnot¢€ thlové rychlosti unasivé rotace N w) = @ (= @ _iricar)-

Vlastni frekvence Q. = 0.(w) relativniho prostorového ohybového kmitani ziskame
naptiklad metodou pfenosovych matic. Jina metoda na hledani vlastnich frekvenci je uvedena
naptiklad v Hruby a kolektiv (2017).

Ve vSech vzorcich budeme pouzivat tuéna pismena (napt. M, ) pro matice a vektory.
Kmita-li soustava (kloubovy htidel) jednim z hlavnich tvarti kmitu, je mozno okamzity vektor
stavu  Vrotujicim  systému zapsat ve tvaru soudinu, v(x, t) = w(x)e’™ kde
vix) = [v(x), v'(x),—M(x),—K(x)] je amplituda vektoru stavu (dale jen vektor stavu).
Dynamicky model je pak moZno rozdélit na zékladni ¢lanky popsané pfenosovymi maticemi,
které spolu vazi okrajové vektory stavu piislusSného ¢lanku. Pienosové matice diskrétni hmoty
M, pruzného ulozZeni K a tseku kontinua H pro jeden usek kontinua miizeme zapsat ve tvaru
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0 1 0 0
- . . o 1 00
M 0 108+ (o —JDw? 1 of K 0o 0 1 of
m(0+ w)? 0 0 1 k 0 0 1
H(x) = [Hy4(x)|H 5 (x) [H 5 () |Hyg ()]
Submatice matice H maji nasledujici tvar
B3 cosh f,x + BF cos B,x
,G sinh 5, x — ,81 sin ff,x
Hii [:x:] e
Pi +E‘ EJ(BifBz: coshfyx — B Bicosf.x)|
EJ(BiB3 sinh fyx + 5] B3sin Byx)
i—“ sinh §,x + E—"sin,ﬁ?:x
Hy() = im|  PicoshBix+Bieospx |
= 7| EJ(B,8; sinh B,x — B B,sinf,x)
EJ(BLp3 coshfyx — BT ficos fx)
= (coshf,x — cosfB,x
Hy;(x) = 7 +E“ 7(18151nh181x+1‘92 sin f,x) ’
“| Bicoshf,x+ ficosf,x
B2 sinh B, x — B3sin f,x
11 1.
= (E sinh §,x — 7, Sin ,B:x)
H, (x)= —.E‘“i,ﬁ‘“ E (cosh 5, x — cos 5,x)
~ | [Bysinhf;x+ B,sin f,x
7 cosh B,x + Bicos fB,x
pficemz
|| p, I o0, [8° 2 2
f_4(7"" jﬁi N|_E+M?_Qﬁ 11' +ﬂq|:_qap__(ﬂ - "),
_ 2p(n-w)®
4= E(ri+r2)"

Metoda vyuziva znalosti nékterych prvkii okrajovych vektorti stavu kloubového htidele, ktery
rozdélime na nékoli tsekt kontinua.
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Vi Vvp V3 Vitz  Vis3 Vo+2  Vo+3 Vo+4 Vo 45

Obr. 2 — Systém kontinui
Zdroj: vlastni

Z vazebnich vztah mezi okrajovymi vektory stavu je pak mozno stanovit frekvencni rovnici.
Okrajové vektory stavu dynamického modelu (obr. 1) ¥, = [, (0) »,(0) o 0]" a
V,.s =[v,(I,) v,°(I;) 0 0]" (oznafeni viz obr. 2) jsou spolu svazény vztahem

V,.. = PV,. Pienosovou matici P = [p; }-]4 ziskdme postupnym nasobenim podle vztahu

o
P= K,M,H,..H;..H,M ,K,. Dosazenim vektori V,, ¥,.. apfenosové matice P do
vztahu V.. = PV, (po provedeni maticového nasobeni) ziskdme soustavu homogennich
rovnic FV = 0, kde vektor neznamych je ve tvaru v = [v,(0) w,7(0) v,(1,) v, (I,)].
Matice soustavy ma tvar

P11 Piz —1 0
F = P2 Pz o -1 _

Pa1 Paz 0 1]

Pay Pas 0 0

Frekven¢ni rovnici ziskdme z podminky netrividlniho feSeni soustavy FV =0 ve tvaru
detF = 0. Frekvencni determinat je slozitou funkci frekvence . Vlastni frekvence
nachazime jako kofeny nelinedrni algebraické rovnice D (1) = 0.

Kofeny této rovnice (kterych je vzhledem k fyzikalni postaté problému nekonecné mnoho)
nachazime pouze vintervalu {(Q,..,0,...). Vtomto intervalu pocitame funkéni hodnoty
funkce D(1n) vbodech n
nastane zména sigma funkce D(fl), znamena to, ze mezi témito body lezi lichy podet

max
min T JAQ, 1 =0,1,2,.. Jestlize mezi dvéma sousednimi body
vlastnich frekvenci. KdeZzto mezi body, kde ke zméné sigma funkce nedochazi, lezi sudy
pocet vlatnich fekvenci (za sudé ¢islo povazujeme i ¢islo 0). Pro ptipady neblizkych vlastnich
fekvenci postaci jako krok vzit fadove setinu az tisicinu délky frekven¢niho intervalu. Vlastni
frekvence je mozné pocitat s pozadovanou piesnosti. Jestlize zméné sigma funkce D()
nastala pfi pfechodu od Q.. +jA0 k Q..+ (G+1)A0, pak interval

89 http://www.mladaveda.sk
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(N, 700,04 (j + 1)AQ) prochazime s krokem rovnym ﬁﬂ‘;’iﬂ. Proces upiesiovani

TRIT

je ukoncen, jeli pro dané ¢islo £ = 1 splnéno D(Q) ) <&

D(ﬂmm
Za vlastni frekvenci je pak vzata hodnota levého krajniho bodu intervalu nejmensi délky, kde
doslo ke zméné sigma frekvencniho determinantu.

Pro porozuméni numerickym vypoétim doporucujeme Ralston a Rabinowicz (2001).

Aplikace

Vyse uvedenou metodu 1ze snadno piepsat do pocitacového programu. Program ma vlastnost,
ze lze findlni model libovoln¢ skladat ze zakladnich prvka v jakémkoliv potadi podle
konkrétni feSené situace.

Obr. 3a, b, ¢ - Unavovy lom htidele zubového &erpadla v disledku
cyklického zatézovani soucasti pii ohybu za rotace.
Zdroj: vlastni
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Na obr. 3a, b, ¢ je ukdzano poskozeni hiidele, které mtze vzniknou pii zatézovani.
Vypocty vlastnich frekvenci provadéné na vykonnych pocitacich napomahaji zjisténi pficin
poruchovosti u pohonu Cerpadel. Vypocltovy systém umoziuje na stolnim pocitaci ¢i
Notebooku fesit izolovan¢ problematiku jednotlivych druhi kmitani (torzni, krouzivé, pficné)
a rezonancni stavy cerpadla v systému obvodu s uvazovanim vlivu frekvence cyklického
vypocetni programy, které jsou dostupné i pro malé a stfedni strojirenské podniky.

Pti vypoctu vlastnich frekvenci relativniho ohybového kmitani je nutno ptredem
vypocitat vstupni paramety definujici pfenosovou matici pruzného ulozZeni (tuhost pruziny).
Parametry definujici pfenosovou matici useku kontinua lze pfimo odecist z vyrobniho
vykresu, eventudlné to jsou materidlové konstanty (mérnd hmotnost, modul prufnosti v tahu,
tlaku).

Vedle zminénych parametri, definujicich matematicky model, je nutno zadat
parametry vyplyvajici z metody feSeni. Jedna se o relativni pfesnost £ (za postacujici je

doporuceno brat £ = 0,1, pfipadné¢ £ = 0,01), frekven¢ni interval {0 ), ve kterém

min’ ﬂmﬂ:r
budeme hledat vlastni frekvence s krokem Af, a provozni parametr cu.
Vypocty vlastnich frekvenci relativniho kmitdni pro riizné hodnoty e« provadime

zménou parametru e V datovém souboru.

Zavér
Relativni pficné rozkmitani hiidele vnasi do systemu zavislost frekvenéniho spektra na thlové
rychlosti unasivé rotace hiidelti mechanism (erpadla). Je to tedy evolutivni systém. Ciselné
rozbory ukazaly, ze kritické otdzky kombinovaného ohybové krouzivého kmitani, otackové
resonance, jsou az o 50 % nizsi neZ vlastni frekvence relativniho pticného kmitani pti ew = 0,
resp. jednoduchého ustalené¢ho krouzivého kmitani kloubového htidele, které jsou obvykle
zjistovany. Pokud se otd€kova rezonance objevi v provozni oblasti, hrozi nebezpeci poruchy
(trvalé ohybové deformace kloubového htidele) v dusledkt zdrojii buzeni, které maji budici
kruhovou frekvenci rovnu tthlové rychlosti unasivé rotace kloubového hiidele.

Vyse uvedeny postup lze vyuZit pfi tvorbé programu na vypocty vlastnich frekvenci.
Vstupni parametry tohoto programu jsou:
0, B, Ry kg my o, o I dn, o T

Iz, J,}’z; Qpnins Vmazer A, 8,00, 11,143,159, L5, 13, Tags e Ly T Ty

Vystupnim parametrem jsou vzestupné¢ fazené vlastni frekvence relativniho pticného kmitani
vV uvedeném intervalu, nazené se zadanou piesnosti.

Tento c¢lanok odporucal na publikovanie vo vedeckom casopise Mlada veda:
Prof. RNDr. Josef Mikes, DrSc.

Tento c¢lanek vznikl za podpory projektu TACR ¢ TA04010579.

91 http://www.mladaveda.sk



Miada veda

i Vol. 5 (4), pp. 85-92
Young Science ol. 5 (4), pp

Pouzita literatura

1.

92

BREPTA, R., L. PUST a F. TUREK, 1994. Mechanické kmitani, Praha: Sobotales, p. 592, ISBN 80-
901684-8-5

HRUBY, P., 1981. Ohybové krouzivé kmitani hiidelii v pohonech s klouby: Dissertation. Plzeii: VSSE.
HRUBY, P., T. NAHLIK a D. SMETANOVA, 2017. Mathematical model of combined bending-gyratory
vibrations, In: Proc. MITAV (Mezinarodni konference matematika, informatika a aplikované védy), Brno:
UNOB, pp. 12

RALSTON, A. a P. RABINOWICZ, 2001. A First Course in Numerical Analysis: Second Edition, New
York, Dover publications

http://www.mladaveda.sk



	13_2017_tiraz.pdf
	obalka_mlada veda
	tiraz_13_2017


