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CARDANUV MECHANISMUS JAKO
VAZANY EVOLUTIVNI SYSTEM

CARDAN MECHANISM AS A BOUND EVOLUTIONARY SYSTEM

Petr Hruby, Tomas Nahlik, Dana Smetanova'
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na dimenzovani rotujicich ¢asti mechanismu stroju.
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Dana Smetanova plsobi jako odborna asistentka na Katedfe informatiky a pfirodnich véd,
Ustavu technicko-technologického, Vysoké &koly technické a ekonomické v Ceskych
Budgjovicich v Ceské republice. Ve svém vyzkumu se vénuje problematice variaéniho poétu,
diferencidlni geometrie a aplikacim.

Petr Hruby works as an asociated profesor at the Department of Mechanical Engineering of
the Faculty of Technology at the Institute of Technology and Bussines in Ceské Bud&jovice in
Czech Republic. Him research is devoted to problems of mathematical modeling of machine
parts with focus on dimensioning of rotating parts of machine mechanisms.
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Abstract

Speed resonance of the Cardan coupling shafts is depended on the stiffness of the shaft edges.
The paper describes a method to analyze transverse oscillations of the chain of Cardan
coupling shafts, i. e. including a clutch and gearbox of the shaft. The method of the imaginary
section is applied here to a system of transversely oscillating pliable bodies. The state
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variables inside the individual shafts are solved using the transfer matrix method. The paper is
focused on the determination of the speed resonance of the system.
Key words: shaft, bound system, speed resonance, transfer matrix

Abstrakt

Otackové rezonance spojovacich kloubovych hiideli Cardanova mechanismu jsou zavislé na
tuhosti ulozeni okrajti hiidele. V pfispévku je popsana metoda umoziujici analyzovat pficné
kmity fetézce hiideli Cardanova mechanismu, tj. v€etn¢ htideli spojky a pfevodovky. Metoda
mysleného fezu je zde aplikovana na systém pii¢né kmitajicich poddajnych téles. Stavové
veli¢iny uvnitf jednotlivych htideli jsou feSeny pomoci metody pienosovych matic. Ptispévek
je zaméfen na stanoveni otackovych rezonanci systému.

Kli¢ova slova: hidel, vazany systém, otdckova rezonance, pfenosova matice

Uvod

Numerické experimenty ukdzaly znacnou citlivost vlastnich frekvenci relativnich pti¢nych
kmit, a tedy i otackovych rezonanci, na tuhosti uloZeni okraji kloubového hiidele.
Pfipomenme, Ze za otaCkové rezonance povazujeme stav systému, kdy se vlastni frekvence
relativnich pfi¢nych kmiti pravé rovnaji thlové rychlosti unasivé rotace kloubového htidele.
Se zmensujici se tuhosti ulozeni vlastni frekvence vyrazné klesaji. Je proto zapotiebi opustit
predpoklad staticky chapané tuhosti ulozeni okraje kloubového htidele a fesit pficné kmitani

celého systému, tj. hiidel spojky — kloubovy hiidel — hidel pfevodovky.
Relativni ohybové-krouzivé kmitani systému hiideli Cardanova mechanismu
Pro feSeni vlastnich frekvenci pii malych uhlech zlomu Cardanova mechanismu pfijmeme

dynamicky model podle obr. 1

VndjSi vidlice Hookeova kloubu
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Obr. 1
Zdroj: vlastni

Nejenom vlastni spojovaci htidel, ale 1 hiidel spojky a htidel pfevodovky chapeme jako
ohybové kmitajici jednorozmérné kontinuum. V redlném pohonu jsou htidele spojky a
pfevodovky vazany kramu prostfednictvim valivych, nejcastéji kulickovych loZisek.
Poddajnost lozisek v radialnim sméru respektujeme v dynamickém modelu prostiednictvim
izotropniho pruzného posuvného ulozeni htideld. Tuhost loziska chipeme staticky a
stanovime ji z pfemisténi stfedu loziska pod U¢inkem znamé sily béznymi vypocetnimi
postupy. Necht’ soustava kond ustadlené kombinované ohybové-krouzivé kmitani v rotujicim
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prostoru (viz Hruby a Kleisnerova 2014) tak, ze je mozno vektor stavu v libovolném fezu
vyjadrit ve tvaru

V (X, 1) =V (x) el | 1)

Soustavu pak mizeme rozdélit na zakladni ¢lanky, popsané pienosovymi maticemi. Znaceni
veli¢in je zfejmé z obr. 2, obr. 3, obr. 4. Pfislusnost ¢lanku k jednomu ze tii hiideld budeme
rozliSovat indexem vlevo nahote. Indexy 1, 2, 3 pfislusi v uvedeném poradi hiideli spojky,
spojovacimu htideli, hiideli pfevodovky.

Pienosova matice hiidele spojky

9
N 1 1 x ‘™ 1 i i
‘L %;ah rflm lwg 8‘3m+1 1%. 5:‘ 3
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- B

-3 =3 ——
: : ‘
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Obr. 2
Zdroj: vlastni

Pro okrajové vektory stavu htidele spojky plati:

1V1 = [1Y1! 1Z1 ] 1 1Ve = [1Ye ) 1Ze] 1 e=n + 41 (2)
kde
'y1(0) '21(0) [ Yn(ln) ] [ Za(l) |
’ ’ 1,/ /
1Y1 — 1y1(0) 1 121 — 121(0) 1 lYE = ¥Yn (ln) , 1z 1Zn(ln) . (3)
0 0 0 0
0 0 _1Qyn+4 _1an+4
Ptenosovou matici hiidele spojky,
p,, 0
| V| kde TPy =P, = [t )
0, 'P,
ziskame postupnym maticovym nasobenim podle ptedpisu:
'P='M; -'H, ... 'H; ... 'Hp41 " 'C; - 'Hy, ... 'Hy ... '"Hy - 'Cq . (5)
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Zdroj: vlastni

Pienosova matice spojovaciho hiidele
Okrajové vektory stavu spojovaciho hiidele maji tvar:

[2Y1' 2Zl ] 2Vf [sz ] Zf ] ) f= o+ 31 (6)
kde

[1Yn(1n)] lzn(ln)] [ YO(IO)] ZZo(lo)]
2y, =| Vi) | 25 _|?2(0) RAOIIP EAG] )

REN B I R e o

Pfenosovou matici spojovaciho htidele

2 Py, 0 2 2 2., 14
P=10 2p|" kde “Py = °P, = [*pysli (8)

ziskame podle vztahu

’P=2M, - H,, ... °H; ...

j 2H1' 2M1 . (9)

Prenosova matice hridele prevodovky
Pro okrajové vektory stavu hiidele pievodovky (viz obr. 4) plati:

V1=PY., %2, 1,3V, = [*Y,, *Z, |, g=q + 4, (10)

80 http://www.mladaveda.sk



Miada veda Vol. 5 (4), pp. 77-84

Youny Science
dng
U
1:1’ M, M. W, °C, M., N ‘W, °C,
$ N S (PO ] SN i TR RSN e RPN NS ] ) (ORL
- K
El ) i
3
3V1 Sva skas gvkn 3\4»2 gvpf‘b 5\&*2 3\75»*3 V%S Vg

Obr. 4
Zdroj: vlastni

kde
[ZYO(IO)] [320(10)] [ Yq(lq)] [3 q(lq)]
35,/
3Y1 - | Y10(0) I ' 321 - | Z (O) | 3Y — |3yq (lq) 3Z |3Zq(lq) | (11)
B R 1 R I A
Ptenosova matice hiidele ptevodovky,
3 3Py , 0 3 3 3. 14
P= 0 3P ' kde Py: l:'Z = [ prs]l ! (12)
) Z
je urcena vztahem
P=3C, *Hq ... *H; ... *Hpyq - °Cy - *Hp, ... °H ... °Hy My (13)

Odvozeni frekvencni rovnice systému
Okrajové vektory stavu jednotlivych hiidelid jsou spolu vazany vztahy:

We=tP-1V; , Ve=%P -2V, , %V, =3Py, (14

Ptfedchozi vztahy vyjadiime pomoci odpovidajicich okrajovych subvektorti a pfenosovych
submatic. Po provedeni maticového néasobeni ziskame vztahy mezi okrajovymi subvektory
stavu jednotlivych htidelt:

Yo ='P, 'Y, , 'Z. =P, 'Z, , Y =PPy - %Yy, PL =P, 7L, 15
SYg - 3Py . 3Y1 ’ 3zg = SPZ . 3Z1 ( )

Dosazenim subvektord (3), (7), (5.2) do vztahti (15) po provedeni maticového nasobeni
obdrzime dvé soustavy linearnich homogennich rovnic o stejnych determinantech soustavy.
Zabyvejme se tedy dale pouze soustavou rovnic, kterou ziskdme rozepsanim subvektort
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Vv roviné X, y. Jedna se o soustavu dvanacti homogennich rovnic pro neznamé: 1y, (0), 1y} (0),
1Yn(1n), yrll(ln)v 1Q.ye a2y1(0)1 2yo(lo)’ ZYG(IO)! 2ny ’ 3}’1(0), 3yq(lq)1 3y&(lq)a kterou Zapiéeme
V maticovém tvaru

F-V=0. (16)

Vektor V jsme zavedli ve tvaru

V= 1), 9 00) " Qn (), 1 (0),71(0), 2y (lo) | an
25(6) % Qy0 (1), 2¥4(0) , *yq(1q) , ¥4 (1) , ¥4 (0)]

Matice soustavy, F = [f.s]i? , ma potom nenulové nasledujici prvky:

fin=11f5,=- 2p1,1 f71= 2p3,1 g1 =- 2p4,1 =166, =- 2pz,1 )
faz=11f55= 2p1,4  f,3 = 2pz,4 B3 = 2p3,4 ,fg3 = 2p4,4 4= lp1,1 )
fu=- 1pz,l B34 = 1133,1 yf44 = lp4,1 b5 =- lp1,2 B =- 1pz,z B35 = 1p3,2 )
fa5 = 1134,2 55 =- 2p1,2 f56=1,fg6=- 3p1,1  f106 = - 3pz,1 )

fi16 = - 3p3,1  f126 = - 3134,1 fe7=1,fgg=-1,fgg = 3pl,4 )

_3 _3 _3 _ 2 _2
f10,8 =°P2a f11,8 = P34+ f12,8 = Paa  fo0 =~ P22+ f70 = P32,

(18)

_ 2 _ _ __3 — 3
fg0 =-"Pa2fo10=1 1011 =1 f912 =-"P12, f1012 =-"P22 .

_ 3 — 3
f11,12 =-"P32: f12,12 =~ "Pag2-

Jak je zieyjmé z predchozich vztahtli, obsahuje matice soustavy prvky pifenosovych matic
jednotlivych hiideld soustavy (Cardanova mechanismu), které jsou slozitymi funkcemi
neznamé vlastni frekvence Q, nebot’ vznikly jako produkty opakovaného vicenasobného
maticoveho nasobeni jednotlivych ¢lankli uvazovaného tetézce. Analytické feSeni
charakteristické rovnice neni mozné. Pro feSeni pouzijeme jednoduchou numerickou metodu
popsanou vV Hruby a Kleisnerova (2014).

Vlastni frekvence budeme hledat jako nulové body determinantu matice soustavy

det F=0. (19)

Metoda reSeni frekvenéni rovnice
Frekvenéni rovnice, kterou ziskame z podminky netriviadlniho feSeni soustavy (16), ma tvar

det F=0. (20)

Frekvencni determinant det F = D(Q) je slozitou funkci frekvence €. Vlastni frekvence
soustavy nachazime jako koteny nelinedrni algebraické rovnice D(Q) = 0. Kofeny této
rovnice (kterych je vzhledem k fyzikalni podstaté problému nekone¢né mnoho) nachdzime
pouze v intervalu (Qmin » Qmax)- V tomto intervalu pocitime funkéni hodnoty funkce D(Q)
v bodech Q,,i,+ JAQ, j =0, 1, 2, ... Jestlize mezi dvéma sousednimi body nastane zména
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signa funkce D(Q), znamend to, ze mezi témito body lezi lichy pocet vlastnich frekvenci,
kdezto mezi body, kde ke zméné¢ signa nedochézi, lezi sudy pocet vlastnich frekvenci (za sudé
¢islo povazujeme i ¢islo nula). Pro ptipady neblizkych vlastnich frekvenci postac¢i jako krok
vzit fadove setinu az tisicinu délky frekvenéniho intervalu Qp, .y - Qmin. Vlastni frekvence je
mozné pocitat s pozadovanou presnosti €. Jestlize zména signa funkce D() nastala pii
piechodu od 02,,;,+ JAQ k Qpint (+1)AQ, pak interval < Qi+ JAQ; Qpin + H1)AQ >
prochazime s krokem rovnym A€Q/10. Proces uptesnovani se ukonci, je-li pro dané ¢islo € < 1
splnéno

[Dfn(ﬁfJ <€ (21)

Za vlastni frekvenci je pak vzata hodnota levého krajniho bodu intervalu nejmensi délky, kde
doslo ke zméné signa frekvencniho determinantu. Pro danou frekvenci Q se frekvenéni
determinant pocitd pomoci procedury DET (Q, D), kde formalni parametr Q ma vyznam
vlastni frekvence a parametr D vyznam hodnoty frekvencniho determinantu pro tuto
frekvenci. Parametry, se kterymi pracujeme, Q a €, jsou okamzité frekvence vzdalené od sebe
obecnd o AQ = AQ/10' proi =0, 1,2 ...D a D jsou hodnoty frekvenéniho determinantu po
fadé pro frekvence Q a (). Parametr D ,;,, je hodnota frekvenéniho determinantu pro frekvenci

Qmin. Parametr 2 mé vyznam vyssi frekvence, u niz pfi ptivodnim kroku AQ nastala zména
znaménka funkce D (). Vystupnim parametrem jsou vzestupné fazené vlastni frekvence
relativniho pfi€ného kmitani v uvedeném intervalu, nalezené se zadanou piesnosti.

Otackové rezonance systému

Dojde-li ke vzniku kombinovaného ohybové-krouzivého kmitani, kona kloubovy hiidel
relativni prostorové ohybové kmity v systému rotujicim konstantni thlovou rychlosti w.
Vlastni frekvence relativniho prostorového ohybového kmitani zavisi na uhlové rychlosti
undsivé rotace rotujiciho systému. Pro soustavu je kriticky stav, kdy je vlastni frekvence
relativniho kmitani pravé rovna hodnoté uhlové rychlosti unasivé rotace

Wirit = ® = Q (). (22)

Nejprve stanovime vlastni frekvence relativniho kmitani. Zménou parametru ® v datovém
souboru programu ziskame hodnoty (; = (w;) ve zvolenych bodech w; a vyneseme kiivky (;
= Q;(®). Hodnoty kritickych uhlovych rychlosti ziskdme jako priseciky kiivek €; = Q;(®)
s piimkou Q = ® (obr. 5). Vlastni frekvence relativniho prostorového ohybového kmitani
ziskame metodou pfenosovych matic.
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Obr. 5
Zdroj: Hruby a Kleisnerova (2014)

Zavér

Numerické experimenty provadéné pomoci matematického modelu vlastniho spojovaciho
hiidele ukdzaly znacnou zavislost frekvenéniho spektra relativnich pfi¢énych kmitd na
parametrické zméné tuhosti ulozeni okraju spojovaciho hiidele, a to zejména v oblasti
konstruk¢nich parametri bézné provozovanych a nové vyvijenych vozidel. Pfipomenme, ze
pohon vozidla musi bezpodmineéné pracovat v oblasti pod kritickymi otd€kami v celém
rozsahu provoznich otacek (viz Hruby 1981). V opacném ptipadé dochazi ke ztrat¢ funkce
spojovaciho htidele v disledku trvalych ohybovych deformaci. V ¢lanku je popsana metoda
umoziujici feSit ulohu vlastni dynamiky systému hiideli Cardanova mechanismu, ktery
V ustaleném stavu piedstavuje vazany evolutivni systém. Metoda umoZiluje vypocitat vlastni
frekvence relativnich pficnych kmith systému hiideli a nasledné z diagramu vyhodnotit
otaCkové rezonance systému. Pro systém je kriticky stav, kdy se vlastni kruhové frekvence
relativnich pfi¢nych kmitl prave rovnaji thlové rychlosti unésivé rotace systému hiideli.

Tento clanok odporucal na publikovanie vo vedeckom casopise Mlada veda:
Prof. RNDr. Josef Mikes, DrSc.

Autori dékuji za podporu vyzkumu projektu TACR & TA04010579.
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