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CARDANŮV MECHANISMUS JAKO 

VÁZANÝ EVOLUTIVNÍ SYSTÉM 
 

CARDAN MECHANISM AS A BOUND EVOLUTIONARY SYSTEM 

 

Petr Hrubý, Tomáš Náhlík, Dana Smetanová1  
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Abstract  

Speed resonance of the Cardan coupling shafts is depended on the stiffness of the shaft edges. 

The paper describes a method to analyze transverse oscillations of the chain of Cardan 

coupling shafts, i. e. including a clutch and gearbox of the shaft. The method of the imaginary 

section is applied here to a system of transversely oscillating pliable bodies. The state 

                                                           
1 Adresa pracoviště: doc. Ing. Petr Hrubý, CSc., Mgr. Tomáš Náhlík, Ph.D., RNDr. Dana Smetanová, Ph.D.  

The Institute of Technology and Bussines, Okružní 517/10, 370 01 České Budějovice, Czech Republic,  

E-mail: dochruby@mail.vstecb.cz, nahlik@mail.vstecb.cz, smetanova@mail.vstecb.cz 



Vol. 5 (4), pp. 77-84 

 

78   http://www.mladaveda.sk 

 

variables inside the individual shafts are solved using the transfer matrix method. The paper is 

focused on the determination of the speed resonance of the system.  

Key words: shaft, bound system, speed resonance, transfer matrix 

 

Abstrakt 

Otáčkové rezonance spojovacích kloubových hřídelí Cardanova mechanismu jsou závislé na 

tuhosti uložení okrajů hřídele. V příspěvku je popsána metoda umožňující analyzovat příčné 

kmity řetězce hřídelí Cardanova mechanismu, tj. včetně hřídelí spojky a převodovky. Metoda 

myšleného řezu je zde aplikována na systém příčně kmitajících poddajných těles. Stavové 

veličiny uvnitř jednotlivých hřídelí jsou řešeny pomocí metody přenosových matic. Příspěvek 

je zaměřen na stanovení otáčkových rezonancí systému. 

Klíčová slova: hřídel, vázaný systém, otáčková rezonance, přenosová matice 

 

Úvod 

Numerické experimenty ukázaly značnou citlivost vlastních frekvencí relativních příčných 

kmitů, a tedy i otáčkových rezonancí, na tuhosti uložení okrajů kloubového hřídele. 

Připomeňme, že za otáčkové rezonance považujeme stav systému, kdy se vlastní frekvence 

relativních příčných kmitů právě rovnají úhlové rychlosti unášivé rotace kloubového hřídele. 

Se zmenšující se tuhostí uložení vlastní frekvence výrazně klesají. Je proto zapotřebí opustit 

předpoklad staticky chápané tuhosti uložení okraje kloubového hřídele a řešit příčné kmitání 

celého systému, tj. hřídel spojky – kloubový hřídel – hřídel převodovky. 

 

Relativní ohybově-krouživé kmitání systému hřídelí Cardanova mechanismu 

Pro řešení vlastních frekvencí při malých úhlech zlomu Cardanova mechanismu přijmeme 

dynamický model podle obr. 1 

 

 
Obr. 1 

Zdroj: vlastní 

 

Nejenom vlastní spojovací hřídel, ale i hřídel spojky a hřídel převodovky chápeme jako 

ohybově kmitající jednorozměrné kontinuum. V reálném pohonu jsou hřídele spojky a 

převodovky vázány k rámu prostřednictvím valivých, nejčastěji kuličkových ložisek. 

Poddajnost ložisek v radiálním směru respektujeme v dynamickém modelu prostřednictvím 

izotropního pružného posuvného uložení hřídelů. Tuhost ložiska chápeme staticky a 

stanovíme ji z přemístění středu ložiska pod účinkem známé síly běžnými výpočetními 

postupy. Nechť soustava koná ustálené kombinované ohybově-krouživé kmitání v rotujícím 
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prostoru (viz Hrubý a Kleisnerová 2014) tak, že je možno vektor stavu v libovolném řezu 

vyjádřit ve tvaru 

 

V (x, t) = V (x) eiΩt  .  (1) 

 

Soustavu pak můžeme rozdělit na základní články, popsané přenosovými maticemi. Značení 

veličin je zřejmé z obr. 2, obr. 3, obr. 4. Příslušnost článku k jednomu ze tří hřídelů budeme 

rozlišovat indexem vlevo nahoře. Indexy 1, 2, 3 přísluší v uvedeném pořadí hřídeli spojky, 

spojovacímu hřídeli, hřídeli převodovky.  

 

Přenosová matice hřídele spojky 

 
Obr. 2 

Zdroj: vlastní 

 

Pro okrajové vektory stavu hřídele spojky platí:  

 
1V1 = ⌈¹𝐘₁, ¹𝐙₁ ⌉ , ¹𝐕ₑ = ⌈¹𝐘ₑ , ¹𝐙ₑ ⌉  , e = n + 4,  (2) 

 

kde 

 

1Y1 = [

¹y₁(0)

¹y1
′ (0)
0
0

]  , 1Z1 = [

¹z₁(0)

¹z1
′ (0)
0
0

]  , 1Yₑ = 

[
 
 
 
¹yn(ln)

¹yn
′ (ln)
0

−¹Qyn+4]
 
 
 

  , 1Zₑ = 

[
 
 
 
¹zn(ln)

¹zn
′ (ln)
0

−¹Qzn+4]
 
 
 
  .  (3) 

 

Přenosovou matici hřídele spojky, 

 

1P = [
¹𝐏y , 0

0 , ¹𝐏z

]  ,  kde ¹𝐏y = ¹𝐏z = [¹prs]1
4  ,  (4) 

 

získáme postupným maticovým násobením podle předpisu: 

 

¹P = ¹𝐌1 ∙ ¹𝐇n … ¹𝐇i … ¹𝐇m+1 ∙ ¹𝐂2 ∙ ¹𝐇m … ¹𝐇n … ¹𝐇1 ∙ ¹𝐂1  .  (5) 
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Obr. 3 

Zdroj: vlastní 

 

Přenosová matice spojovacího hřídele 

Okrajové vektory stavu spojovacího hřídele mají tvar: 

 

2V1 = ⌈²𝐘₁, ²𝐙₁ ⌉ , ²𝐕f = ⌈²𝐘f  , ²𝐙f  ⌉  , f = o + 3,  (6) 

 

kde 

 

2Y1 = 

[
 
 
 
¹yn(ln)

²y1
′ (0)
0

−¹Qye ]
 
 
 

  , 2Z1 = 

[
 
 
 
¹zn(ln)

²z1
′ (0)
0

−¹Qze ]
 
 
 
  , Yf = 

[
 
 
 
²yo(lo)

²𝑦𝑜
′(lo)
0

−²Qyf ]
 
 
 

  , Zf = 

[
 
 
 
²zo(lo)

²𝑧𝑜
′ (lo)
0

−²Qzf ]
 
 
 
  .   (7) 

 

Přenosovou matici spojovacího hřídele 

 

2P = [
²𝐏y , 𝟎

𝟎 , ²𝐏z

]  ,  kde ²𝐏y = ²𝐏z = [²prs]1
4    (8) 

 

získáme podle vztahu 

 
2P = 2𝐌2 ∙ 2𝐇o … 2𝐇j … 2𝐇1∙ 2𝐌1  .  (9) 

 

Přenosová matice hřídele převodovky 

Pro okrajové vektory stavu hřídele převodovky (viz obr. 4) platí:  

 
3V1 = ⌈³𝐘₁, ³𝐙₁ ⌉ , 3𝐕g = ⌈³𝐘g, ³𝐙g ⌉ , g = q + 4,  (10) 
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Obr. 4 

Zdroj: vlastní 

 

kde 

 

3Y1 = 

[
 
 
 
²yo(lo)

³y1
′ (0)
0

−²Qyf ]
 
 
 

  , 3Z1 = 

[
 
 
 
zo(lo)

³z1
′ (0)
0

−²Qyf ]
 
 
 

  , 3𝐘g = 

[
 
 
 
³yq(lq)

³yq
′ (lq)

0
0 ]

 
 
 

  , 3𝐙g = 

[
 
 
 
³zq(lq)

³zq
′ (lq)

0
0 ]

 
 
 

  .   (11) 

 

Přenosová matice hřídele převodovky, 

 

3P = [
³𝐏y , 𝟎

𝟎 , ³𝐏z

]  ,  kde ³𝐏y = ³𝐏z = [³prs]1
4  ,  (12) 

 

je určena vztahem 

 
3P = 3𝐂2 ∙ 3𝐇q … 3𝐇l … 3𝐇p+1 ∙ 

3𝐂1 ∙ 3𝐇p … 3𝐇𝑘 … 3𝐇1 ∙ 3𝐌1  .  (13) 

 

Odvození frekvenční rovnice systému 

Okrajové vektory stavu jednotlivých hřídelů jsou spolu vázány vztahy: 

 
1𝐕e = 1P ∙ 1𝐕1

  ,  2𝐕f = 2P ∙ 2𝐕1
  ,  3𝐕g = 3P ∙ 3𝐕1

  .  (14) 

 

Předchozí vztahy vyjádříme pomocí odpovídajících okrajových subvektorů a přenosových 

submatic. Po provedení maticového násobení získáme vztahy mezi okrajovými subvektory 

stavu jednotlivých hřídelů: 

 
1𝐘e = 1𝐏y ∙ 1𝐘1

  ,  1𝐙e = 1𝐏z ∙ 1𝐙1
  ,  2𝐘f = 2𝐏y ∙ 2𝐘1 , 2𝐙f = 2𝐏z ∙ 2𝐙1  , 

3𝐘g = 3𝐏y ∙ 3𝐘1  ,  3𝐙g = 3𝐏z ∙ 3𝐙1  . 
  (15) 

  

Dosazením subvektorů (3), (7), (5.2) do vztahů (15) po provedení maticového násobení 

obdržíme dvě soustavy lineárních homogenních rovnic o stejných determinantech soustavy. 

Zabývejme se tedy dále pouze soustavou rovnic, kterou získáme rozepsáním subvektorů 
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v rovině x, y. Jedná se o soustavu dvanácti homogenních rovnic pro neznámé: 1y1(0), 1y1
′ (0), 

1yn(ln), yn
′ (ln), 1Qye ,2y1

′ (0), 2yo(lo), 2yo
′ (lo), 2Qyf , 3y1

′ (0), 3yq(lq), 3yq
′ (lq), kterou zapíšeme 

v maticovém tvaru 

 

F ∙ 𝐕̅ = 0.  (16) 

 

Vektor 𝐕̅ jsme zavedli ve tvaru 

 

𝐕̅ = ¹yn(ln) , ¹𝑦𝑛
′(ln) , ¹Qyn(ln) , ¹y1(0) , ¹𝑦1

′(0) , ²yo(lo) , 

        ²𝑦𝑜
′(lo) , ²Qyo(lo) , ²𝑦1

′(0) , ³yq(lq) , ³𝑦𝑞
′(lq) , ³𝑦1

′(0)˥ 
 (17) 

 

Matice soustavy, F = [frs]1
12 , má potom nenulové následující prvky: 

 

f1,1 = 1, f5,1 = - 2p1,1 , f7,1 = 2p3,1 , f8,1 = - 2p4,1 , f2,2 = 1, f6,2 = - 2p2,1 , 

f4,3 = 1, f5,3 = 2p1,4 , f6,3 = 2p2,4 , f7,3 = 2p3,4 , f8,3 = 2p4,4 , f1,4 = - 1p1,1 , 

f2,4 = - 1p2,1 , f3,4 = 1p3,1 , f4,4 = 1p4,1 , f1,5 = - 1p1,2 , f2,5 = - 1p2,2 , f3,5 = 1p3,2 , 

f4,5 = 1p4,2 , f5,5 = - 2p1,2 , f5,6 = 1, f9,6 = - 3p1,1 , f10,6 = - 3p2,1 ,  

f11,6 = - 3p3,1 , f12,6 = - 3p4,1 , f6,7 = 1, f8,8 = -1, f9,8 = 3p1,4 , 

f10,8 = 3p2,4 , f11,8 = 3p3,4 , f12,8 = 3p4,4 , f6,9 = - 2p2,2 , f7,9 = 2p3,2 , 

f8,9 = - 2p4,2 , f9,10 = 1, f10,11 = 1, f9,12 = - 3p1,2 , f10,12 = - 3p2,2 , 

f11,12 = - 3p3,2 , f12,12 = - 3p4,2 . 

 (18) 

 

Jak je zřejmé z předchozích vztahů, obsahuje matice soustavy prvky přenosových matic 

jednotlivých hřídelů soustavy (Cardanova mechanismu), které jsou složitými funkcemi 

neznámé vlastní frekvence Ω, neboť vznikly jako produkty opakovaného vícenásobného 

maticového násobení jednotlivých článků uvažovaného řetězce. Analytické řešení 

charakteristické rovnice není možné. Pro řešení použijeme jednoduchou numerickou metodu 

popsanou v Hrubý a Kleisnerová (2014).  

Vlastní frekvence budeme hledat jako nulové body determinantu matice soustavy 

 

det F = 0.  (19) 

 

Metoda řešení frekvenční rovnice 

Frekvenční rovnice, kterou získáme z podmínky netriviálního řešení soustavy (16), má tvar 

 

det F = 0.  (20) 

  

Frekvenční determinant det F = D(Ω) je složitou funkcí frekvence Ω. Vlastní frekvence 

soustavy nacházíme jako kořeny nelineární algebraické rovnice D(Ω) = 0. Kořeny této 

rovnice (kterých je vzhledem k fyzikální podstatě problému nekonečně mnoho) nacházíme 

pouze v intervalu (Ωmin , Ωmax). V tomto intervalu počítáme funkční hodnoty funkce D(Ω) 

v bodech 𝛺𝑚𝑖𝑛+ j∆Ω, j = 0, 1, 2, … Jestliže mezi dvěma sousedními body nastane změna 
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signa funkce D(Ω), znamená to, že mezi těmito body leží lichý počet vlastních frekvencí; 

kdežto mezi body, kde ke změně signa nedochází, leží sudý počet vlastních frekvencí (za sudé 

číslo považujeme i číslo nula). Pro případy neblízkých vlastních frekvencí postačí jako krok 

vzít řádově setinu až tisícinu délky frekvenčního intervalu Ωmax - Ωmin. Vlastní frekvence je 

možné počítat s požadovanou přesností ε. Jestliže změna signa funkce D(Ω) nastala při 

přechodu od 𝛺𝑚𝑖𝑛+ j∆Ω k Ωmin+ (j+1)∆Ω, pak interval < Ωmin+ j∆Ω; Ωmin + (j+1)∆Ω > 

procházíme s krokem rovným ∆Ω/10. Proces upřesňování se ukončí, je-li pro dané číslo 𝜀 < 1 

splněno 

 

[
D(Ω)

D(Ωmin)
] < ε .  (21) 

 

Za vlastní frekvenci je pak vzata hodnota levého krajního bodu intervalu nejmenší délky, kde 

došlo ke změně signa frekvenčního determinantu. Pro danou frekvenci Ω se frekvenční 

determinant počítá pomocí procedury DET (Ω, D), kde formální parametr Ω má význam 

vlastní frekvence a parametr D význam hodnoty frekvenčního determinantu pro tuto 

frekvenci. Parametry, se kterými pracujeme, Ω a Ω̅, jsou okamžité frekvence vzdálené od sebe 

obecně o ∆Ω̅ = ∆Ω/10𝑖 pro i = 0, 1, 2 …D a 𝐷̅ jsou hodnoty frekvenčního determinantu po 

řadě pro frekvence Ω a Ω̅. Parametr Dmin je hodnota frekvenčního determinantu pro frekvenci 

Ωmin. Parametr 

˳
𝛺 má význam vyšší frekvence, u níž při původním kroku ∆Ω nastala změna 

znaménka funkce D (Ω). Výstupním parametrem jsou vzestupně řazené vlastní frekvence 

relativního příčného kmitání v uvedeném intervalu, nalezené se zadanou přesností. 

 

Otáčkové rezonance systému 

Dojde-li ke vzniku kombinovaného ohybově-krouživého kmitání, koná kloubový hřídel 

relativní prostorové ohybové kmity v systému rotujícím konstantní úhlovou rychlostí 𝜔. 

Vlastní frekvence relativního prostorového ohybového kmitání závisí na úhlové rychlosti 

unášivé rotace rotujícího systému. Pro soustavu je kritický stav, kdy je vlastní frekvence 

relativního kmitání právě rovna hodnotě úhlové rychlosti unášivé rotace 

 

ωkrit = ω = Ω (ω).  (22) 

 

Nejprve stanovíme vlastní frekvence relativního kmitání. Změnou parametru ω v datovém 

souboru programu získáme hodnoty Ωi = (ωi) ve zvolených bodech ωi a vyneseme křivky Ωi 

= Ωi(ω). Hodnoty kritických úhlových rychlostí získáme jako průsečíky křivek Ωi = Ωi(ω) 

s přímkou Ω = ω (obr. 5). Vlastní frekvence relativního prostorového ohybového kmitání 

získáme metodou přenosových matic. 
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Obr. 5 

Zdroj: Hrubý a Kleisnerová (2014) 

 

Závěr 

Numerické experimenty prováděné pomocí matematického modelu vlastního spojovacího 

hřídele ukázaly značnou závislost frekvenčního spektra relativních příčných kmitů na 

parametrické změně tuhosti uložení okrajů spojovacího hřídele, a to zejména v oblasti 

konstrukčních parametrů běžně provozovaných a nově vyvíjených vozidel. Připomeňme, že 

pohon vozidla musí bezpodmínečně pracovat v oblasti pod kritickými otáčkami v celém 

rozsahu provozních otáček (viz Hrubý 1981). V opačném případě dochází ke ztrátě funkce 

spojovacího hřídele v důsledku trvalých ohybových deformací. V článku je popsána metoda 

umožňující řešit úlohu vlastní dynamiky systému hřídelí Cardanova mechanismu, který 

v ustáleném stavu představuje vázaný evolutivní systém. Metoda umožňuje vypočítat vlastní 

frekvence relativních příčných kmitů systému hřídelí a následně z diagramu vyhodnotit 

otáčkové rezonance systému. Pro systém je kritický stav, kdy se vlastní kruhové frekvence 

relativních příčných kmitů právě rovnají úhlové rychlosti unášivé rotace systému hřídelí. 

 

Tento článok odporúčal na publikovanie vo vedeckom časopise Mladá veda:  

Prof. RNDr. Josef Mikeš, DrSc. 

 

Autoři děkují za podporu výzkumu projektu TAČR č. TA04010579. 
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