ISSN 1339-3189 September 2017

&
' AR

-

b 4 o e e 2
’

’ PR 7
S R M
[ R 7
N

ol A7 87 1




Young Science

MEDZINARODNY VEDECKY CASOPIS MLADA VEDA / YOUNG SCIENCE

September 2017 (¢islo 4)

Ro¢nik piaty

ISSN 1339-3189

Kontakt: info@mladaveda.sk, tel.: +421 908 546 716, www.mladaveda.sk

Fotografia na obélke: Altenberger Dom, Nemecko. © Branislav A. Svorc, foto.branisko.at

REDAKCNA RADA

doc. Ing. Peter Adamisin, PhD.(Katedra environmentalneho manazmentu, PreSovska univerzita, PreSov)

doc. Dr. Pavel Chromy, PhD. (Katedra socialni geografie a regionalniho rozvoje, Univerzita Karlova, Praha)

prof. Dr. Paul Robert Magocsi (Chair of Ukrainian Studies, University of Toronto; Royal Society of Canada)

Ing. Lucia Mikusovd, PhD. (Ustav biochémie, vyzivy a ochrany zdravia, Slovenska technicka univerzita, Bratislava)
doc. Ing. Peter Skok, CSc. (Ekomos s. r. 0., PreSov)

prof. Ing. Robert Stefko, Ph.D. (Katedra marketingu a medzinarodného obchodu, Presovska univerzita, Presov)
prof. PhDr. Peter Svorc, CSc.,predseda (Institat historie, Presovska univerzita, Presov)

doc. Ing. Petr Tomanek, CSc. (Katedra vetejné ekonomiky, Vysoka skola banska - Technicka univerzita, Ostrava)

REDAKCIA

PhDr. Magdaléna Keresztesova, PhD. (Fakulta stredoeurdpskych studii UKF, Nitra)

Mgr. Martin Hajdulk (Institat historie, PreSovska univerzita, PreSov)

RNDr. Richard Nikischer, Ph.D. (Ministerstvo pro mistni rozvoj CR, Praha)

Mgr. Branislav A. Svore, PhD., $éfredaktor (Vydavatel'stvo UNIVERSUM, Presov)

PhDr. Veronika Trstianska, PhD. (Ustav stredoeurépskych jazykov a kultir FSS UKF, Nitra)
Mgr. Veronika Zuskacova (Geograficky ustav, Masarykova univerzita, Brno)

VYDAVATEDL

Vydavatel'stvo UNIVERSUM, spol. s r. o.
www.universum-eu.sk

Javorinska 26, 080 01 Presov

Slovenska republika

© Mlada veda / Young Science. Akékol'vek Sirenie a rozmnozovanie textu, fotografii,
udajov a inych informacii je mozné len s pisomnym povolenim redakcie.



Miada veda
i Vol. 5 (4), pp. 35-43
Young Science ol.5(4), pp

MODELY HOMOGENNICH
GEOMETRICKYCH STRUKTUR

MODELS OF HOMOGENEOUS GEOMETRICAL STRUCTURES
Zdenék Dusek?

Autor piisobi na Vysoké $kole technické a ekonomické v Ceskych Bud&jovicich. Ve svém
vyzkumu se vénuje diferencialni geometrii, zejména homogennim varietam.

The author works at the Institute of Technology and Business in Ceské Budg&jovice. He is
focused on differential geometry, in particular on homogeneous manifolds.

Abstract

In this paper, we illustrate the basic settings in modern differential geometry. We focus in
particular on the homogeneity of a manifold or of certain geometrical structure. Natural
gemetrical consideration in this situation leads to an algebraic structure called homogeneous
model which reflects most information about the original space, manifold or structure, but
further work with this structure is easier. Our constructions can be done in full generality, but
for easier understanding, we restrict our considerations only to well known surfaces in the
threedimensional Euclidean space. We illustrate our main ideas with the appropriate pictures.
Key words: Manifold, homogeneous manifold, Lie group, action of a group

Abstrakt

V tomto ¢lanku se zaméfime na ilustraci zakladnich pojmt moderni diferencialni geometrie.
Sméfovat budeme zejména k pojmu homogenity prostoru, variety ¢i nékteré geometrické
stuktury. Pfirozenou geometrickou tuvahou se v této situaci ziska algebraicka stuktura,
nazyvand nékdy homogenni model, ve které je obsazena vétSina informaci o plivodnim
prostoru, varieté Ci stuktufe, ale nasledna prace s ni je snazsi. NaSe uvahy lze provadét v plné
obecnosti, pro lepsi pfedstavu a porozumeéni u ¢tenatre vSak uvazujeme pouze divérné znadmé
a snadno predstavitelné plochy v tfirozmérném euklidovském prostoru. Vzdy kdyz je to
mozné, je vyklad doplnén vhodnymi ndzornymi obrazky.

Klicova slova: Varieta, homogenni varieta, Lieova grupa, akce grupy

Topologie a geometrie variet

Vétsina Ctendi si dokaZe velmi dobie intuitivné piedstavit rovny dvourozmérny prostor -
euklidovskou rovinu, kterou obvykle znac¢ime E2, a taktéz téirozmérny euklidovsky prostor
E3 — nas subjektivné vnimany prostor kolem nas. Tyto prostory, nasi preststavé ptirozené

! Adresa pracovisté: Vysoka skola technicka a ekonomicka v Ceskych Bud&jovicich, Okruzni 517/10, 37001
Ceské Budgjovice, Ceska Republika
E-mail: zdusek@mail.vstecb.cz
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velmi blizké, jsou topologicky velice jednoduché a geometricky takzvané ploché. V moderni
prostory, které zohlednuji specifické pozadavky abstraktnich matematickych teorii nebo
ptirozen¢ vystihuji fyzikdln€ zjisténé vlastnosti objektivni reality (napf. zakfiveny
prostorocas), kterd je globalné¢ mnohem komplikovangjsi, nez jak ji zndme z lokalnich méfeni
v omezenych pozemskych podminkach.

Kazdy dobfe zna takzvanou dvourozmérnou sféru, kterou budeme znacit S2 a jedna se
0 povrch tiirozmérné koule. Také neni téZké si piedstavit takzvany torus ¢i anuloid, ktery
budeme znacit T2 a jedna se o povrch pneumatiky, ¢i americké koblihy. Na ptikladech roviny
E2 a toru T2 snadno ukaZeme rozdil v topologii téchto variet. Jednou z topologickych
vlastnosti prostoru je, kolik riznych uzavienych smycek je v ném mozné realizovat. Tyto
smycky samoziejmé nesmi jit spojité deformovat jedna na druhou. Predstavime-li si tyto
smycky jako gumicky navléknuté na T2, snadno vidime, ze na anuloidu jich existuje
nekoneéné¢ mnoho. Na roviné vSak nikoliv, protoze tam je mozné kazdou smycku spojité
stahnout do jediného bodu. Také na sféfe S2 I1ze kazdou smycku stdhnout do jediného bodu.
Pro topologické rozliSeni roviny E2 a sféry S2 bychom potiebovali dvourozmérné smycky,
coz je jiz pomérn¢ abstraktni ivaha.

Jesté¢ zminime piiklad rotaéni véalcové plochy, kterou budeme znalit V2 anazyvat struéné
valec. Valec si také kazdy dokaze spojit s konkrétnimi cylindrickymi objekty z kazdodenniho
zivota. Jeho topologie je opét jina nez topologie roviny, sféry ¢i anuloidu, jak se lIze lehce
piesvedcit.
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Obr 1 — Piiklady variet — valec a torus

VSechny zminéné plochy: euklidovska rovina E2, sféra S2, torus T2 a valec V2 jsou ptiklady
takzvanach variet a jejich dimenze je rovna 2.

Varieta je zékladnim prostorem, se kterym se v moderni geometrii a ve fyzice pracuje
a na kterém se dale zavadéji dalSi matematické struktury. Zakladni vlastnosti variety dimenze
2 je, ze kazdy jeji maly kousek vypada skoro stejné¢ jako kousek roviny. Proto fikame, ze
lokalné (na malém kousku) je jeji topologie Uiplné stejna jako topologie roviny. Globalné vsak
mize byt varieta velice slozité zapletena, pokroucend, zprohyband, i mnohem vice nez jak
ukazuji nase priklady a nez si viibec dokazeme piedstavit.
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Vyse uvedené 'skoro' se netyka topologie variety, ale jeji geometrie, coz je struktura pridana
navic az ke konkrétni topologii. Zkusme napiiklad méfit soucet vnitinich thli v trojahelniku
sestrojeném v roving a v trojuhelniku sestrojeném na sféfe. V roviné to neni tézké, protoze
vime co je pifimka, co je trojuhelnik a jak se méfi thel svirany pfimkami. Na varieté,
naptiklad na sféfe, ale potiebujeme nejprve ukazat existenci kiivek, které budou plnit tlohu
pfimek a ze kterych budeme sestrojovat trojuhelniky. Chceme totiz pfirozené, aby kazdé tfi
body urcovaly pravé jeden trojuhelnik. Pak jiz staci zavést méfeni thlu sviraného takovymi
kfivkami. Prvnim dialezitym krokem je aproximace kousku variety te¢nym prostorem v bodé.

Tecny prostor variety

V naSich piikladech je tecnym prostorem v bod¢€ tecnd rovina, tak jak si ji intuitivné
predstavujeme. Pokud ¢tenat zna pojem tecné piimky ke kiivee, pak te¢ny prostor v daném
bod¢ je mozné vnimat jako mnozinu te¢nych piimek v daném bod¢ ke vSem kiivkam lezicim
na dané varieté a prochdzejici danym bodem.

Obr 2 — Teéné prostory sféry a toru v daném bodé

Kitivka tedy lezi na varieté a prochazi zadanym bodem, tecna je pfimka v te€ném prostoru a
také prochazi zadanym bodem. Neni tézké si v§Simnout, Ze vice kiivek mize mit stejnou tecnu.
Velice dulezité je skutecnost, Ze v mnoha geometrickych situacich je mozné ke kazdé ptimce
prochazejici pocatkem v te€ném prostoru pfifadit jedinou vyznacnou kiivku na varieté,
takzvanou geodetiku. To je mozné naptiklad v situacich, kdy zadana geometricka struktura
umoziuje mefit délky. Vsechny nase piiklady ploch jsou topologicky vnofené do
euklidovského prostoru E3, ve kterém délky méfit umime a tato schopnost se pienasi i na nase
plochy. Napfiiklad na sféfe S2 ziskame jako geodetiky pravé vSechny hlavni kruznice, tedy
kruZnice leZici zaroven na sféfe a na nékteré roviné€ prochazejici sttedem sféry. Uvazujeme-li
teCnou rovinu sféry k severnimu poélu, pak kazdé ptimce lezici v te€né roviné a prochéazejici
pocatkem odpovida geodetika, kterou je n€ktery polednik na sféfe. Na valci jsou geodetikami
kruZznice, pfimky a Sroubovice.
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Obr 3 — Geodetiky na sféfe a na valci odpovidajici pfimkam v te¢ném prostoru

Muzeme si vSimnout, zZe geodetika je v naSich piikladech kiivkou, ktera kazdé dva své
dostate¢né blizké body spojuje po nejkratsi mozné dréaze. To je nepatrné modifikovana
vlastnost pfimek v roving, které jsou vzdy nejkrat$i spojnici jakychkoliv svych bodd.
Hloubavy ¢tenaf se jisté pobavi tvahou, Ze na valci jdou dva obecné zvolené body spojit
nekone¢n¢ mnoha Sroubovicemi, z nichz kazdd ma jinou délku. Nyni je jiz patrné, Zze naSe
trojuhelniky budeme sestrojovat z geodetik a thly mezi dvéma geodetikami budeme méfit
mezi odpovidajicimi piimkami v te¢né roving. Ctenaf jisté vi, Ze v jakémkoliv trojuhelniku v
roviné naméfi soucet vnitinich Ghll stejny, a to 180 stupiiti. Obrazek ale naznacuje, Ze na
sféte existuje trojuhelnik (sestaveny z hlavnich kruzZnic), ve kterém jsou vSechny uhly pravé a
jejich soucet je 270 stupnii. Mens$i trojuhelniky maji soucet thli mensi, ale nikdy ne 180
stupiii a mén¢. VEtsi trojuihelniky maji soucet thli jesté veétsi.

Obr 4 — trojtihelnik se tfemi pravymi thly a trojihelnik se dvéma pravymi a jednim ostrym thlem na sféie

Na malém trojuhelniku sestrojeném na velké sféfe tedy méfenim souctu vnitinich uhli témét
nepozname rozdil od roviny. Soucet uhli v trojihelniku je geometrickd vlastnost variety a
uvedené pozorovani nam ukazuje, ze hodné¢ velka sféra ma v tomto smyslu lokalni geometrii
podobnou geometrii roviny a ¢im mens$i sféra je, tim vice je znat rozdilnd geometrie od
geometrie roviny. Jedna z geometrickych velicin je kiivost, ktera popisuje napiiklad takovéto
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vlastnosti variety. V naSich piikladech je kfivost urCena tim, jak je konkrétni topologicka
plocha vnotena do prostoru E3.

Grupa transformaci

Uvazujme nyni spojité transformace variet. Tedy zobrazeni jedné variety na druhou, které je
vzajemné jednoznacné a existuje k nému tedy inverzni zobrazeni druhé variety zpét na prvni
varietu. Navic obé¢ tato zobrazeni musi zobrazovat blizké body opét na blizké body, specialné
tedy nesmi varietu nikde trhat, tim by zménila jeji topologii. Je skoro ziejmé, ze dvé variety s
ruznou topologii nelze spojité transformovat jednu na druhou. Je mozné naptiklad spojité
transformovat sféru na vétsi nebo mensi sféru, coz odpovida zname situaci nafukovani nebo
naopak smrskavani balonku. Oznacime-li K2 polovi¢ni kuzel bez vrcholu, obdrzime varietu,
kterou je mozné spojité transformovat na valec.

(A
\7 4
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Obr 5 — Valec a kuzel jsou topologicky ekvivalentni

Ctenat jist¢ snadno nahlédne, Ze zminéné transformace sféry na vétsi &¢i mensi sféru i
transformace kuzele K2 na valec V2 sice zachovavaji topologii variet, ale nezachovavaji
vzdalenosti bodii. Jak jsme jiz zminili, vzdalenosti bodii jsou urCeny az dodate¢nou
geometrickou strukturou, kterou je v naSich ptikladech metrika.

V nasem vykladu jsme pon€kud zamlceli, Ze k topologii je potfeba nejprve piidat
takzvanou hladkou strukturu a pak teprve geometrickou strukturu, napiiklad metriku.
Technické zavedeni hladké struktury je totiz pomérné abstraktni a pro zakladni predstavu
0 tématu V ramci tohto ¢lanku se bez n¢ho miZeme obejit. Ve vSech naSich ptikladech
pracujeme mlc¢ky se standardni hladkou strukturou.

Vratme se tedy ke spojitym transformacim variet. Chtéli bychom uvaZzovat vSechny
spojité transformace dané topologické variety na sebe, které ale navic zachovavaji danou
geometrickou strukturu, v naSem piipadé metriku, tedy | vzdalenosti bodu. Naptiklad valec
V2 miizeme libovolné otocit kolem jeho osy nebo libovolné posunout ve sméru jeho osy a
vzdalenost jakychkoliv dvou bodl na V2 bude stejna pted transformaci i po transformaci.
Tyto transformace tedy zachovavaji metrickou strukturu a nazyvaji se izometrie. Snadno
pozorujeme, ze slozeni libovolnych dvou izometrickych transformaci uvedenych typt stejné
jako transformace nazpatek jsou opét izometrie. Proto mluvime o grupé transformaci.
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Daéle, zvolime-li pevné néktery bod na valci V2 za pocatek, pak pro kazdy jiny bod na V2
existuje transformace z uvedené grupy, ktera zobrazi nas pocatek na tento bod. V takovém
ptipadé mluvime o homogenni varieté. Ctenaf jisté piijde na to, Ze uvaZovanou grupu
transformaci vélce zachovavajicich délky mizeme jeSté rozsifit pomoci zrcadleni. Takové
pfipadné rozsifeni ale nema zasadni vliv na provadéné uvahy, nebot i dimenze rozsifené
grupy bude rovna 2.

Jesté zajimavéjsi z naSich prikladd je sféra S2. Jisté rotace kolem jakékoliv osy

(prochazejici stfedem sféry) o jakykoliv tihel zachovava vzdalenosti bodt na S2. Budeme tedy
uvazovat grupu tvoienou témito transformacemi. Homogenitu S2 ovéfime velmi snadno: staci
pro kazdé dva body na S2 najit vhodnou rotaci, ktera zobrazi jeden z nich na druhy. Jisté
pfimka kolmé na rovinu uréenou témito dvéma body a stfedem sféry a prochézejici sttedem
sféry bude osa hledané rotace. Zajimavost tohoto piikladu spociva v tom, ze sféra S2 ma
dimenzi 2 (bod na ni lze jednozna¢né urcit pomoci dvou parametri, naptiklad pomoci
zemepisné Sitky a zemépisné délky) a dimenze uvazované grupy je 3. Vskutku, u nasich
rotaci, dva parametry urcuji smér osy rotace a tieti parametr urcuje uhel rotace. U jakékoliv
homogenni variety je dimenze grupy transformaci alesponi takova jako dimenze variety.
Jako priklad nehomogenni variety uved'me vySe zminény polokuzel K2 bez vrcholu.
Transformace zachovavajici vzdalenosti na K2 jsou pouze rotace kolem jeho osy. Jsou-li tedy
na K2 zvoleny dva body na rizné velkych kruznicich (v pfirozenych soutadnicich v rizné
vysce), pak neexistuje transformace zachovavajici délky zobrazujici jeden z téchto bodl na
druhy. Ctenaf jisté sam pfijde na to, Ze i torus T2 vnofeny do E3 tak jako na obrazcich vyse je
nehomogenni varietou. V obou téchto ptipadech ma grupa transformaci zachovavajicich
vzdalenosti dimenzi pouze 1.

Jednoparametrické grupy transformaci, orbity

Na celou situaci s homogenni varietou je mozné nahlizet tak, Ze pevné zvoleny pocatek je
mozné zobrazit do libovolného jiného bodu postupné. Znadme-li smér potiebné transformace,
pak vSechny transformace v tomto sméru tvofii takzvanou jednoparametrickou podgrupu nasi
grupy.

Na vélci V2 si to mizeme snadno predstavit jako vSechna posunuti ve sméru jeho osy,
kde parametrem muze byt vzdalenost o kterou posouvame. Podobné pro vSechny rotace okolo
jeho osy muze byt parametrem Uhel o ktery rotujeme. Pro Sroubovity pohyb, ktery valec
zaroven posouva ve sméru jeho osy a zdroven okolo této osy rotuje, mize byt parametrem
kterykoliv z vySe uvedenych. DileZité pozorovani ukazuje, Ze na$ pocatek pii pusobeni
takovou jednoparametrickou grupou cestuje po takzvané orbité postupné az do cilového bodu.
Pritom vSechny geometrické veli¢iny odvozené od struktury zachovdvané danou grupou se
podél této orbity neméni, geometrie variety je tedy ve vSech bodech podél orbity stejna.
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Obr 6 — Orbity nékterych bodi pti jednoparametrickych transformacich valce

Provedeme-li podobné uvahy na sféfe S2, vidime, ze pro kazdy smér v teéném prostoru
pocatku existuje rotace, ktera pocatkem pohybuje danym smérem. Je-li pocatek napiiklad
severni pol, pak jeho orbity pfi téchto rotacich jsou pravé poledniky na S2. Krom¢ takovych
rotaci ale existuji i1 rotace, které pocatkem nikam nepohybuji. Tyto rotace tvoii takzvanou
izotropickou podgrupu a pro sféru S2 a pro pocatek na severnim poélu jsou to pravé rotace
kolem osy prochézejici sttedem sféry a severnim pdélem. Dimenze izotropické grupy je v
tomto piikladu rovna 1 a obecné je to vzdy rozdil dimenze grupy transformaci a dimneze
variety.

Snadno si v§imneme, Ze pomoci izotropické grupy pocatku je mozné kazdy smér v
teném prostoru severniho poélu sféry S2 zobrazit na libovolny jiny smér v tomto bode¢.
ProtoZe 1 izotropickd grupa zachovava danou geometrickou strukturu, je geometrie sféry
stejnd nejen ve vSech bodech, ale 1 ve vSech smérech.

Obr 7 — Orbity n€kterych bodi pfi jednoparametrickych transformacich sféry

Vidime tedy, ze pro popis geometrie homogennich variet sta¢i znat tuto geometrii v jediném
bod¢ — v pocatku. Geometrickymi veli¢inami mohou byt naptiklad kiivosti geodetik
vychazejicich z poc¢atku v rtiznych smérech. Na valci V2 vidime ndzorné, Ze geodetika ve
sméru jeho osy je piimka - kiiva tedy neni, zatimco geodetika ve sméru kolmém k jeho ose je
kruznici, kiiva tedy je. Na sféfe S2 jsou geodetiky ve vSech smérech hlavni kruznice a jsou
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tedy kiivé vSechny stejné, coz je disledek existence izotropické podgrupy, jak jsme jiz vidéli.
Tyto veliCiny jsou tedy ve skutecnosti definované na te¢ném prostoru pocatku.

Homogenni model

Jedna ze zékladnich geometrickych konstrukci je vzajemné jednoznacné ztotoznéni bodi
variety s takzvanymi rozkladovymi tfidami grupy transformaci podle izotropické podgrupy.
Rozkladova tfida bodu variety je tvofena vSemi prvky grupy, které zobrazi pocatek na tento
bod. Kazda rozkladova tfida je tak velka, jako izotropickd podgrupa. Velmi dilezita je
skute¢nost, ze se na mnozin¢ téchto rozkladovych tiid indukuje topologicka i geometricka
struktura stejnd jako na puvodni varieté. Navic teCny prostor variety je mozné ztotoznit s
invariantnim podprostorem v Lieové algebfe pfislusné ke grupé transformaci, kterd je
Lieovou grupou. Podrobny popis této konstrukce piesahuje ramec tohoto ¢lanku, je mozné jej
najit napiiklad v knihach autori Helgasona (1978) nebo Kobayashiho a Nomizu (1963).
(Protoze teorie Lieovych grup a jejich Licovych algeber je hluboce rozpracovana, je uvedena
konstrukce velmi silnym nastrojem pro popis geometriec homogennich variet. S touto
zajimavou tématikou, ktera ma i mnoho jinych aplikaci v matematice a fyzice se mize ¢tenar
seznamit napiiklad v knihach Hall (2003) a Humpreys (1972).

Bystrému Ctenafi jisté neunikla skute¢nost, Ze na valci V2 1 na sféfe S2 jsou geodetiky
totozné s orbitami akce. Takovym geodetikam fikame homogenni geodetiky. Zajimava otazka,
zda na kazdé homogenni varieté existuje alesponn jedna homogenni geodetika byla kladné
zodpovézena pro pomérné Sirokou tiidu variet postupné v pracich Kowalski a Szenthe (2000),
Dusek, Kowalski a Vlasek (2009) a Dusek (2010). Varietam, na kterych je kazda geodetika
homogenni, fikame ¢.0. variety. Mnoho homogennich prostorti tuto péknou vlastnost ma,
napiiklad vSechny Lieovy grupy s biinvariantni metrikou (pifipad vélce) nebo vSechny
symetrické prostory (ptipad sféry). Tato tématika byla studovana mnoha autory, naptiklad v
pracich Alekseevsky a Arvanitoyeorgos (2007), Alekseevsky a Nikonorov (2009), Dusek,
Kowalski a Nik¢evic (2010), Gordon (1996), Kowalski a Nikcevic (1999), Kowalski
a Vanhecke (1991), Nikonorov (2013), Nikonorov (2017) a vyzkum v této oblasti je stale
aktualni. Zakladni ptehled o této tématice je mozné ziskat z ¢lanku autora Duska (2009).

Zavér

Predstavili jsme nékteré zdkladni geometrické uvahy, zejména pojmy variety, tecné¢ho
prostoru a geodetik. Priblizili jsme také abstraktni pojmy homogenita variety, grupa
transformaci, orbity akce, dale pojmy izotropicka podgrupa, homogenni model. Uvedli jsme
zdroje pro mozné dalsi studium souvisejici tématiky.

Tento clanek doporucil k publikovdni ve védeckém casopise Mlada veda RNDr. Martin
Swaczyna, Ph.D.
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