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PROBLEMATIKA DOKAZOVANI
VE STREDOSKOLSKE MATEMATICE

PROBLEMS OF PROOFING IN SCHOOL MATHEMATICS

Karel Antos!

Autor pusobi jako doktorand na Fakulté ptirodnich véd Univerzity Jana Evangelisty Purkyné
v Usti nad Labem. Ve svém vyzkumu se zabyvéa vyuzitim vyzkumného piistupu ve vyuce
matematiky.

The author works as a doctoral student at the Faculty of Natural Sciences of the University of
Jan Evangelista Purkyné in Usti nad Labem. In his research, he explores the research
approach in teaching mathematics.

Abstrakt

Tento clanek popisuje nékteré zpltisoby dokazovani vhodné pro pouziti ve Skolské
matematice. Pojednava o zptisobech dokazovani matematickych tvrzeni z oblasti pfirozenych
¢isel. Ukazuje, Ze stfedoskolskd matematika nabizi dostate¢ny prostor, jak problematikou
dokazovani obohatit vyuku. Dale ukazuje, Ze celd oblast pfirozenych cisel nabizi Siroky
prostor k experimentovani pii feSeni riznych matematickych problémtl, u nichz je dokazovani
nedilnou soucdsti procesu feSeni problému. V neposledni fad¢ je dilezité pfipomenout, Ze
umeéni pouzit vhodnou dokazovaci metodu zvysuje urovenn matematického mysleni studentd a
obohacuje jejich vztah k matematice. V ¢lanku je ukazano uziti nékolika zakladnich
dokazovacich metod jako soucast feseni nékolika vybranych problému z oblasti pfirozenych
Cisel tak.

Kli¢ové slova: dikaz, pfirozena ¢isla, matematicka indukce, posloupnost, pfirozena ¢isla

Abstract

This article describes some methods of proofing suitable for use in school mathematics. It
deals with ways of proving mathematical claims from natural numbers. It shows that
secondary school mathematics offers plenty of space to enrich the issue of evidence. It also
shows that the whole range of natural numbers offers a wide scope for experimenting in
solving various mathematical problems where proofing is an integral part of the problem-
solving process. Last but not least, it is important to recall that art using the appropriate
proofing method increases the level of mathematical thinking of students and enriches their

! Adresa pracovisté: Ing. Be. Karel Antos, Vysoka Skola technické a ekonomicka, Okruzni 517/10, 370 01 Ceské
Budgjovice
E-mail: antos.vste@seznam.cz
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relationship to mathematics. The article presents the use of several basic proofing methods as
part of the solution of several selected problems from the area of natural numbers so.
Key words: proof, natural numbers, mathematical induction, sequence, natural numbers

Uvod
Oblast stiedoskolské matematiky pfindsi celou fadu moznosti, jak badat, objevovat a fesSit
ruzné matematické problémy, jak k nim nachazet nova feseni, a jak jejich platnost posléze
ovétovat a dokazovat. Pii objevovani vyslovime celou fadu riznych hypotéz a tvrzeni, ktera
se v8ak museji nejprve dokazat, a az potom z nich mizeme formulovat véty. Zvlasté oblast
ptirozenych ¢isel nabizi velky prostor pro uplatnéni invence pii zkoumani a experimentovani
s operacemi s ¢isly, Kopka (2013).
Podle Kopky (2005) jednim z dulezitych cilt $kolské matematiky je naucit studenty fesit
matematické problémy. Problémem je néjaka situace, kterou chceme vyftesit a k tomuto feSeni
hleddme zplisoby a cesty.
Problém ma tfi hlavni slozky:

1. Vychozi situace

2. Cil, kterého chceme dosahnout

3. Cesta od vychozi situace k cili

cesta
Vychoz
situace

Obr. 1: Schéma reseni problému

Dale je nutno urcit, jak se problém da feSit, urcit strategie feSeni problému, vyslovovat

hypotézy a tyto dokazovat. Po diikazu se z pocatecni hypotézy stava matematicka véta.

Pribéh tohoto procesu by mohl schematicky vypadat nasledujicim zptisobem:

Matematicka situace (problém)  —®&xperimentovani  —hypotéza -ovEtenti
——>dtkaz (odpoved).

Nedilnou soucasti procesu feseni problému je podle Kopky (2005) dokazovani. Dokazovani je
podle predchoziho schématu poslednim krokem v celém procesu, protoze pokud vyslovené
tvrzeni dokazeme, stava se tim matematickou vétou.

Nedilnou a dulezitou soucasti feSeni je potom dokazovani, protoze az po diikkazu mizeme
zkoumanou hypotézu prevést na matematickou vétu. Zpiisobi dokazovani je cela fada, pii
vybéru zvolime ten, ktery se z hlediska dokazovaného tvrzeni jevi nejvice vhodny. Obvykle
jako prvni dikaz, ktery se nabizi k pouziti, je dlikaz matematickou indukci.

Dtikaz matematickou indukci vychazi z charakteru ptirozenych cisel, proto se pii dikazech
tvrzeni z oblasti pfirozenych ¢isel k tomuto ditkazu ptiklonime asi nejcastéji, navic tento
ditkaz je obecné vhodny tehdy, kdy ostatni diikazy se pouzit spiSe nedaji, Antos (2015).

Pro studenty neni az tak slozité¢ dikaz pomoci indukce vytvorit, ale spiSe pochopit ideu jeho
podstaty. Ukazeme si, jak se dikaz matematickou indukci da pouzit na celé fad¢ prikladd, se
kterymi se studenti pii feSeni problémii mohou setkat. Na problémech, kde to bude mozné, si
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ukazeme i jiné moznosti dokazovani, které budou vyuzivat celou tfadu dovednosti pfi
operacich s ¢isly. Tim roz$ifime oblast baddni a poznani, do které mohou studenti pfi
zkoumani problému pronikat.

Nejprve ukazeme feseni problému hledani nejvétsiho spolecného délitele Cisel generovanych
danym polynomem, Calda (2005). Cilem zde nebude pifimo feSeni zadaného piikladu, ale
popis moznosti dokazovani zjisténé hypotézy.

Pti feseni nékolika vybranych problému si ukazeme, jak by se dany problém dal fesit nejen
pomoci matematické indukce, ale i dal§Simi dokazovacimi postupy.

Metody dokazovani

Diikaz matematickou indukei — princip

Matematickd indukce (MI) je metoda dokazovani matematickych vét a tvrzeni podle Poldka
(2008), ktera se pouziva, pokud chceme ukazat, Ze dané tvrzeni plati pro vSechna pfirozena
Cisla, ptipadné pro danou nekone¢nou posloupnost. Typicky se uziva k dikazim téch tvrzeni
o ptirozenych Cislech, u nichz je snadné ovéfit, Ze plati pro ¢islo 1, a zaroven lze platnost pro
kazdé dané n prevést v konecné mnoha krocich na platnost pro 1 s tim, Ze pocet téchto krokti s
rostoucim n také roste.

Formulace matematické indukce tedy miize byt nasledujici:

Necht” V(X) je tvrzeni, u kterého chceme ukazat, Zze plati pro vSechna pfirozena ¢isla.

Dosadime-li do formule V (x) za proménnou X ¢islo 1, dostaneme pravdivy vyrok a necht’ pro
libovolné pfirozené Cislo X je pravdiva implikace V(X) =V (x+1). Pak formule V(x) plati

pro vSechna pfirozena Cisla.

V dikazu véty (VX)(V (x)) proto postupujeme takto [4]:

1. Dokazeme, Ze plati V (1).

2. Dokazeme, Ze plati (VX)V (x) =V (x+1).

To ale znamena, Ze jsme dokazali platnost konjunkce V (1) A (VX)(V (X) =V (x+1)) .

Dalsim typem dikazu, ktery v oblasti pfirozenych ¢isel mizeme k dokazovani vyuzit, je
diikkaz pfimy. Zvlast¢ tam, kde dokazované tvrzeni je ve tvaru, ktery mizeme vhodnymi a
platnymi Gpravami upravit tak, ze ze ziskaného tvaru je platnost vyroku vidét.

Dikaz piimy - princip

Piimy diikaz se v matematice pouziva k dokazovani matematickych vét tvaru implikace
P—>TP —T, tj. vét tvaru ,,Jestlize plati predpoklad P, pak plati také tvrzeni T*. Spociva v
tom, Ze z platnosti vyroku P se fadou platnych implikaci odvodi platnost vyroku T .

Diitkaz matematickou indukci si ukaZzeme na prvnim problému, kterym je nalézt vzorec pro n—
ty Clen posloupnosti, kdyz je zadana rekurentné, podle Odvarka (1990). Nejprve se musi
nalézt tvar tohoto vzorce, coz se vyiesi pomoci experimentovani. V dal§im kroku se musi
platnost tohoto vzorce dokézat, coz je cilem nasi ukazky.

6 http://www.mladaveda.sk
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Problém 1: Posloupnost (an) je zadana rekurentné: a1 = 3; an+1 = an + 2n + 2. Vyjadiete ji
vzorcem pro jeji n-ty ¢len.

ReSeni: vypocitame n€kolik prvnich ¢lenii nasi posloupnosti.

Experimentovani:

Pron=1, 2, 3,4, 5... vypocitime n¢kolik prvnich ¢lenti nasi posloupnosti a zapiSeme je do
tabulky. Tyto ¢leny budeme zkoumat a pokusime se je rozlozit tak, aby z rozkladu byl patrny
vztah pro dany ¢len a Cislo n, které¢ udava potadi toho daného ¢lenu. Tento krok bude patrné
nejobtiznéjsi ¢asti feSeni celého problému, protoze vyzaduje urcitou zkuSenosti s podobnymi
operacemi s Cisly a pravdépodobné budou studenti potiebovat uréitou miru pomoci od ucitele.

n an rozklad upraveny rozklad
1 3 3 1-1+2
2 7 3+2-1+2 2-2+3
3 13 7+2:2+2 3-3+4
4 21 13+2-3+2 4-4+5
5 31 21+2-4+2 5-5+6
6 43 3142-5+2 6-6+7
n n-n+(n+1)
Tabulka 1

Hypotéza: (Vne N)a, =n’ +(n+1)
Diikaz 1: provedeme dikaz matematickou indukci

1. Dokazeme, ze hypotéza plati pron =1
- plati, viz pfedchozi experimentovani s vysledky v tabulce
2. Nyni musime dokézat, Ze kdyz vzorec plati pro n, pak plati i pron + 1
(WvneN)[a,=n*+(n+1)> a0 =+ 12+ (n+2)]
Necht' n je urdité piirozené &islo, pro které plati indukéni piedpoklad, tzn., ze a, = n? +
(n+1). Pak
Apir=ap+2n+2=n’+(n+1D+2n+2=m*>+2n+1)+(n+2)
=(n+1)%*+n+2)
V tpravach jsme vysli z definice (n+1)—ho ¢lenu, pro vyraz a, jsme pouZili indukéni
predpoklad a,=n”+(n+1), vysledny tvar jsme upravili a ziskali tvar, ktery jsme chtéli

dokazat.

Nyni se pokusime hypotézu dokazat pomoci diikazu ptimého.

7 http://www.mladaveda.sk
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Diikaz 2: provedeme ditkazem piimym

Vyjdeme z rekurentniho zapisu posloupnosti: a, =3; a,,, =a, +2n+2. Platnymi Gpravami

prevedeme tento tvar do tvaru, ktery jsme na pocatku stanovili hypotézou.

Tvar pro a,,,=a,+2n+2 upravime do tvaru a,=a,,+2(n—-1)+2. Tento tvar potom

budeme upravovat nasledujicimi pravami takto:

a,=a, 1 +2n—-1)+2=(@,_,+2n—-2)+2)+2(n—1) +2

=((ap3+2n=3)+2)+2n—-2)+2)+2(n—1)+2 ==
=((a;+2-1+2)+2:2+2)+-+2(n—-1)+2 =
=, +2n—-1D+2(1+2++(n—-1) =

=a1+2(n—1)+2@=a1+2(n—1)+n(n—1)=

=a;+(n—-1Dn+2)=a;+n*+n—-2=3+n>+n-2=
=n*+n+1

Pti Gipravach jsme pouzili tzv. Gausslv trik:

1+2+34+--4+100=(100+1)+(99+2)+ -+ (51+50) =50-101

Obecné zapsdno: 1 + 2+ (n—1) +n = nn+1)

Tedy jsme matematickou indukci i dikazem piimym dokazali, ze naSe posloupnost se da
vyjadfit vzorcem a, =n®+(n+1), proto mizeme nasi hypotézu prevést na vétu.

Véta:
(VneN)a, =n®+(n+1)

Analogickym zpiisobem jako v problému 1 budeme postupovat i pfi feseni dal§iho problému z
oblasti pfirozenych c¢isel. Ukazeme, jak se jedno tvrzeni dd dokazat nékolika riznymi
dokazovacimi postupy. Uvidime, ze dikaz pomoci MI je sice pouzitelny v podobnych
piikladech obecné, ale Ze napfiklad dikaz piimy zde vede kcili pouze v nékolika
jednoduchych krocich. Dokazovéani zaéneme diikazem sporem, ktery miiZzeme povaZzovat za
variantu diikazu nepiimého.

Diikaz sporem - princip:

V dikazu sporem dokdzeme, ze ptredpoklad nepravdivosti ptivodniho tvrzeni vede k
nesmyslnému vysledku, tedy ke sporu. V disledku to znamena, Ze je-li dokazované tvrzeni
nepravdivé, je pravdiva jeho negace. Dikaz sporem provadime ve tfech krocich. Nejdiive
provedeme negaci A’ puvodniho vyroku A. Poté vytvoiime fetézec implikaci
A'=B;= B,,...,= B,_1= B,, kde vyrok B neplati, coz je logicky spor. Zjistime, ze
negovany vyrok A’ neplati, a proto plati pivodni vyrok A.

8 http://www.mladaveda.sk
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Problém 2:
Urdete v mnoziné N platnost nasledujiciho tvrzeni: (Vn € N): 2|(n® — 11n).

Diikaz 1: diikaz sporem

V ditkkazu sporem budeme piedpokladat, ze plati negace dokazovaného vyroku, tj. ze plati
(@3n € N): 21(n® — 11n)

Vyjdeme z piedpokladu, ze kazdé ptirozené Cislo n je bud’ sudé, nebo liché.

Je-1i ¢islo n sudé, tak je muzeme zapsat ve tvaru 2K, kde ke N . Dosadime 2k za n do
dokazovaného tvrzeni a dostaneme (2k)*> — 11(2k). Tento tvar dale upravime do tvaru 8k® —
22Kk, coz je sudé cislo, protoze rozdil dvou sudych ¢isel je sudé ¢islo. To je ale v rozporu
s nasim piedpokladem, Ze 2 nedéli (n® — 11n). Tim plati pavodni ptedpoklad, Ze vyraz (n® —
11n) je ¢islo sudé a tedy délitelné dvéma. Je-li Cislo n liché, tak je mizeme zapsat ve tvaru 2k
—1,kde ke N.

Opét dosadime 2k — 1 za n do dokazovaného tvrzeni a dostaneme tvar (2k —1)° — 11(2k — 1).
Tento tvar dale upravime (2k —1)3 —11(2k—1) = 8k3 —12k? + 6k — 1 — 22k + 11 =
8k3 — 12k? — 16k + 16. Toto je opét sudé &islo, protoze kazdy jednotlivy s¢itanec je rovnéz
sudé ¢islo a jejich soucet da sudé Cislo. To je ale opét v rozporu s nasim predpokladem, ze 2
nedéli (n® — 11n). Tim opét plati ptivodni predpoklad, Ze vyraz (n® — 11n) je sudé &islo a tedy
délitelné dvéma.

Zavér: Vv obou piipadech jsme pii piedpokladu, ze plati (3n € N): 2 ¥(n® — 11n), dosli ke
sporu a zkoumany vyrok v tomto tvaru je nepravdivy. Plati proto jeho negace, tedy pivodni
vyrok (Vn € N): 2|(n® — 11n), cozZ je véta, kterou jsme chtéli dokazat.

Diikaz 2: diikaz matematickou indukei
V diikazu MI budeme ptedpokladat, Ze pro vSechna pfirozena ¢isla plati
(Vn € N): 2|(n® — 11n)
V diikazu matematickou indukci budeme postupovat takto:
1. Dokazeme, Ze hypotéza plati pron =1
- dosadime ¢&islo 1 za n. Potom je (1° —111) =1-11=-10, coZ je &islo délitelné dvéma.
2. Dokazeme, Ze kdyz vztah plati pro Cislo n, tak potom plati i pro ¢islon + 1
(Vvn € N): 2|(n® —11n) = 2|(n+ 1)3 — 11(n + 1))

Necht' n je urdité ptirozené &islo, pro které plati indukéni predpoklad, tzn., ze 2|(n® — 11n).
Pak
m+1D)3—-11(n+1)=n*>+3n2+3n+1-1ln—11=n3>—-11n+3n(n+1) - 10
Zde vidime, Zze prvni dva s¢itance (n® — 11n) jsou délitelné dvéma podle indukéniho
predpokladu. Dale druhé dva s¢itance jsou délitelné upravené do tvaru 3n(n + 1) vyjadiuji dvé
po sob¢ jdouci Cisla, z nichZ jedno je urcité délitelné dvéma, tudiz cely tvar je rovnéz délitelny
dvéma. A posledni ¢len vysledného polynomu je ¢islo 10, tedy cislo délitelné dvéma.
Vysledny polynom je tedy cely délitelny dvéma.

9 http://www.mladaveda.sk
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Tim jsme ukdzali, ze kdyz vtah plati pro n, plati i pro (n + 1). Dokazali jsme tak
matematickou indukei, Ze pfedpokladané tvrzeni plati, tj. (Yne N):2|(n® -11n).

Diikaz 3: diikaz primy

V dikazu pfimém upravime zadany polynom pomoci algebraickych pravidel do tvaru,
Z n¢hoz bude délitelnost dvéma ziejma.
M—-11n)=n®*—-1ln+n-n=n*-n—-10n=nn?*-1)-10n=n(n+1)(n -
1)—10n=Mn—-1nn+1) —10n

Prvni s¢itanec obsahuje tii po sob¢ jdouci Cisla, z nichz alesponi jedno bude délitelné dvéma,
druhy scitanec je rovnéz délitelny dvéma. Cely polynom je tedy ve vysledku délitelny dvéma
a tak jsme i timto dikazem dokazali, ze prfedpokladané tvrzeni plati.

Zde jsme tiemi druhy dikazi dokézali, ze predpoklddané tvrzeni plati. Je nutno
poznamenat, ze dikaz sporem, ktery jsme pouzili jako prvni typ dikazu, je v tomto piipadé
pouzit trochu nasiln€, protoze ve srovnani s druhymi dvéma typy dikazl je jeho postup
komplikovany a naopak diikaz ptimy vede k cili jednodus§im zplisobem

Zavér

V ¢lanku Pristupy k dokazovani ve stfedoskolské matematice jsme si na problematice
dokazovani matematickych tvrzeni v oblasti ptirozenych ¢isel ukdzali, jak se v rdmci uciva
sttedoSkolské matematiky da studentiim pfiblizit problematiky dokazovani. Ukazali jsme, Ze
pfi feSeni matematického problému je dikaz poslednim ¢lankem v celém procesu. Na
uvedenych ptikladech jsme také ukazali, jak jedno a téz tvrzeni lze dokéazat nékolika
dokazovacimi metodami. Vhodnost pfislusné dokazovaci metody zavisi na konkrétni podobé
dokazovaného tvrzeni a zkuSenosti feSitele daného problému. Porovnali jsme vzdy nékolik
dokazovacich metod z hlediska jejich obecného feSeni i z hlediska nutnosti na znalost urcitych
matematickych triki. Vedle cile ¢lanku, kterym bylo ukazat na moznosti dokazovani v oblasti
ptirozenych cisel Vv oblasti stiedoskolské matematiky, jsme rovnéz chtéli piiblizit, jaké
moznosti skryva v sobé matematika z hlediska tvar¢ich ptistupti, které zak ¢i student mtize pfti
feSeni problému vyuzit, podle Frobishera (1994). Chtéli jsme také ukazat, Ze student mutize byt
1 samostatnym tvlircem novych matematickych postupl a Ze mliZze sva originalni feSeni pfimo
1 sam vytvafet.

Tento tviréi pristup by mél byt na hodindch matematiky na vSech stupnich Skol rozvijen.
Proto je zde nezastupitelna role ucitele, ktery by mél zakim a studentiim tyto cesty ukazovat a
S nimi je rozvijet, aby pii feSeni matematickych probléma dokazali co nejvice tento tvirc¢i
aspekt matematiky vyuzivat a problémy samostatné fesit.

Tento ¢lanok odporical na publikovanie vo vedeckom casopise Mladd veda: Ing. Jiri Cejka,
Ph.D.
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